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Kapitel 1

Molekiile



1.1 Motivation und Methoden der Festkorperphy-
sik

In der Experimentalphysik-Vorlesung wurde iiber die Losung der Schrodingerglei-
chung ein Zugang zum Termschema des Wasserstoffs erarbeitet. Wie gezeigt wurde,
ist eine analytische Losung der Schrodingergleichung bereits fiir das Helium-Atom
nicht mehr moglich.

Diesen Umstand nennt man oft das zentrale Problem der Festkorperphysik: Die
Schrodingergleichung enthdlt alle Losungen, jedoch ist keine davon brauchbar! Dies
folgt aus dem Umstand, dass ohne geeigneten Naherungen der Rechenaufwand fir
eine brauchbare Genauigkeit der numerischen Losung unverhéltnisméfig schnell an-
steigt (siche Ubungen)!

Wir werden im folgenden Kapitel zeigen, wie, ausgehend von der Einelektronenwel-
lenfunktion des Wasserstoffs, brauchbare Naherungen fiir kompliziertere Atome und
auch Molekiile gewonnen werden kénnen.

1.2 Das Wasserstoff-Atom

Der Hamiltonoperator fiir das Wasserstoffatom lautet:

R _, e?

2m B 4megr

(1.1)

Der erste Term im Hamiltonoperator entspricht der kinetischen, der zweite der po-
tentiellen Energie. Da der Hamiltonoperator nicht von der Zeit abhéngt, kann man
sofort die zeitunabhéngige Schrodingergleichung

Hy = Ev
1.2
_i?v2¢_ e’ v =FEy ( )
2m 4megr

benutzen.
Einige Losungen dieser Differentialgleichung in Abhéngigkeit der Quantenzahlen
n,l,m sind in Tabelle 1 zu sehen.

Z ist hier die Kernladungszahl. Beim Wasserstoff Atom ist sie natiirlich 1, aber die

Losungen werden auch fir andere Atome verwendet(siehe Kapitel 1.4), bei denen

N

Z # 1. Bei ap handelt es sich um den Bohrschen Radius ag = L02.
mee

Fir die Quantenzahlen n (Hauptquantenzahl), I (Nebenquantenzahl) und m (Ma-

gnetquantenzahl) gilt:

n=1..00



Tabelle 1.1: Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms

n 1 m \wnyl,m(r,ﬁ,go)
1 7 3/2
1 0 0 () e~Zr/ao
ﬁ Qo
I AN/
2.0 0 4\/2_() (2_l)e—Zr/2a0
™ \Qo Qo
1 (2N 2Zr
2 1 0 W () Zemr/2a0c05(19)
T \@o Qo
1 (ZN\*"*Z ,
2 1 +1 8\/_<> 2T o= 2r/2a0 gy () Eie
™ \Qo Qo
1 (Z\*? Zr Zr\?
3 0 0 W () (27— 187+2 () )e_Zr/an
T \a a a
sqrt2 ZOB‘/2 zr Zﬁ "
31 0 NG () (6 — =) =—eZ"/3%0c0s(1))
T \a ap’ a
LN ez .
3 1 &1 75 () (6 — == ) "—e= /300 5in (1)) eti®
a ap’ a
17T 0Z 3/2 Z2r20 i
3 2 0 W () —)eZr/30 (3cos?(¥) — 1)
a a
A Ir/3 »
3 2 +£1 — ( Ye 27130 gin(9)cos () e
81ﬁ ((lo) CL2
3 92 +9 1 <Z>3/2(ZOQT2) —Zr/3ap of 2(19) +2ip
— e sin®(1)e
162y/7 \ag a?
[=0.n-1
m = —I[...0...1

Fir verschiedene Werte von 1 haben die Wellenfunktionen ein sehr typisches Ausse-
hen:

Tabelle 1.2: Charakteristische Formen der Orbitale fiir diverse Nebenquantenzahlen

Name ‘ Wert von 1 ‘ Aussehen
s - Orbital 0 radialsymmetrisch
p - Orbital 1 hantelférmig in den 3 Raumachsen
d - Orbital 2 gekreuzte Doppelhantel
f - Orbital 3 rosettenformig



1.3 Das Helium Atom

Der Hamiltonoperator fiir das Heliumatom lautet:

h? 2¢? 2¢? e
H - V2 + V2 - =1 = + S S 13
Qm( ! 2) dmeglri|  4Ameo|ral dmeg|ri — 73] (1.3)
—_—

Epinder Elektronen Elektron— Kern—Wechselwirkung  Elektron—Elektron—WW

Hier sind die ersten beiden Terme die kinetischen Energien der beiden Elektro-
nen. Die ndchsten beiden Summanden stellen die Potentielle Energie der Elektronen
gegeniiber dem Kern dar (2 positive Ladungen). Der letzte Term ist die Elektron-
Elektron Wechselwirkung. Obwohl das Heliumatom 2 Elektronen besitzt gibt es nur
eine Wellenfunktion (77, 73), deren Betragsquadrat die Wahrscheinlichkeit angibt
ein Elektron bei r; und das andere bei 75 zu finden.

Bisher sind keine Losungsdarstellungen fiir die Eigenfunktionen des Heliumatoms
bekannt. Das Problem liegt an der Elektron - Elektron Wechselwirkung, weshalb
diese oft vernachléssigt wird. Die Losung der Schrodingergleichung kann dann beim
Heliumatom tber einen Produktansatz gefunden werden:

Y(r1,73) = Y1(r1) - ¥2(r3) (1.4)

Einsetzten in die Schrodingergleichung liefert: (Elektron-Elektron WW wurde schon
vernachléssigt)
o, 2¢? h? 2¢?

_ V2, — = \V4+ E 1.5
2man 11 dmeo|ri]  2maby 2w2+4750]r§\ + (1.5)

Nun héngt die linke Seite nur von 77 und die rechte Seite nur von r5 ab. Also mis-
sen beide fiir sich konstant sein. Die daraus resultierenden Differentialgleichungen
entsprechen zwei Wasserstoff-Differentialgleichungen und die Losung kann sofort
von Tabelle 1.1 iibernommen werden. Eine Losung des Heliumatoms ist dann das
Produkt zweier Wasserstofflosungen mit Z = 2.

1.3.1 Ununterscheidbarkeit der Teilchen

Da Elektronen ununterscheidbar sind muss das Betragsquadrat der Wellenfunktion
(also die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen bei 71 und eins bei 7] zu finden) sich nicht
andern, wenn die beiden Teilchen ausgetauscht werden. Das heifit:

(1, 72)[? = (3, 17)]? (1.6)

bzw.:

W(ri,ra) = £(ra, ) (1.7)
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Teilchen, deren Wellenfunktionen beim Vertauschen zweier Teilchen das Vorzeichen
nicht d&ndert nennt man Bosonen. Ihre Wellenfunktion ist symmetrisch. Jene Wellen-
funktion die das Vorzeichen wechselt nennt man antisymmetrisch, die zugehorigen
Teilchen Fermionen (oder Spin—%—Teﬂchen). Es stellt sich heraus, dass Bosonen im-
mer ganzzahligen Spin besitzen, wohingegen Fermionen halbzahligen Spin haben.
Somit ist die resultierende Wellenfunktion von der Form

W, 13) — jﬁwmwm) =y (7)) (18)

Wenn sich nun zwei Fermionen (negatives Vorzeichen) im selben Quantenzustand
befinden( 1 = 1b5), ist 1(r7, 73) = 0. Dies ist das sogenannte Pauli Prinzip.

Wir wissen vom Helium-Atom, dass es zwei Elektronen im 1s-Zustand besitzt. Des-
halb muss der Spin der Elektronen beriicksichtigt werden. Betrachtet man die Teil-
chen relativistisch, so tritt eine Eigenschaft der Teilchen auf die wir Spin nennen.
Wir hingegen nehmen an, jedes Teilchen besitzt einen Spin. Wir fithren nun zwei
neue Spinwellenfunktionen «(7), 8(7) ein, wobei erstere Spin-Up und zweite Spin-
Down bedeutet. Nun kann man den Spin benutzen um sicherzustellen, dass die
Wellenfunktion antisymmetrisch ist. Der Grundzustand der Wellenfunktion lautet

dann:
¢1s(ﬁ)¢1s(@)
V2

Mit der gewonnenen Naherungswellenfunktion (es wurde ja die Elektron-Elektron

U(ry,r3) =

(a(r1)B(r2) £ a(r3)5(r1)) (1.9)

WW ignoriert) kann man den Erwartungswert der Energie ((E) = %ﬁw‘w ) berech-

nen, indem man diesmal die Elektron-Elektron-WW mit einbezieht. Dieser Wert
wird sich von der wahren Energie unterscheiden und man muss, ist man damit nicht
zufrieden, andere Wellenfunktionen versuchen und auch damit den Energieerwar-
tungswert berechnen. Eine Moglichkeit wére:

U(ry,r3) = exp(—a(ri + 73)) X (Polynom in 77 und 73) (1.10)

Angeregte Zustande
Ein Elektron kann sich auch in einem angeregten Zustand befinden. Durch die Ein-

fithrung des Spins sind im ersten angeregten Zustand jedoch 3 Einstellungen moglich,
das sogenannte Spin-Triplet:

U, 73) = (m( s (73) — wls<r3>¢2s<ﬁ>)a(ﬁ)a(fz)
( i)as(3) — i ()as() ) (@(7)03) + al3)30) - (111)
W(i,73) = f(wlsm)ww(m) %s(@)%s(ﬁ))6(7’?)6(7’3)

Tl,Tz

N \
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Naherungen fiir die Wellenfunktion

Meistens ist der Hamiltonoperator zwar bekannt, doch die Eigenwertgleichung ist
nicht 16sbar. In diesen Fallen kann man eine Naherungslosung finden indem man
einfach eine Versuchswellenfunktion |¢) schétzt. Welche Funktion man dabei be-
nutzt bleibt der Erfahrung des Physikers Uberlassen. Damit berechnet man den
Erwartungswert der Energie:

(W H[p)
(Y1)

Da dieser Energiewert immer iiber dem wahren Wert liegt (zum Beweis siche Quan-
tenmechanik Skritpum), ist es sinnvoll, in der Versuchswellenfunktion einen Para-
meter zu definieren, welcher zum Minimieren der Energie benutzt wird.

Eine andere Moglichkeit die Eigenwertgleichung anzunahern besteht darin, anzu-
nehmen die Wellenfunktion liefe sich als

(B) = (1.12)

Y = c1p1 + C2pa + C303 + .. (1.13)

schreiben, mit bekannten normierten Funktionen ¢;...¢,. Daraus berechnet man die
Hamiltonmatrix:

(pr|Hlp1) (p1|H]p2)
H = | (02| H|p1) (@2 H|p2)

Die Eigenwerte dieser Hamiltonmatrix sind die besten Eigenenergien die man fin-
den kann, wenn eine Linearkombination wie in Gleichung 1.13 benutzt wird. Die
Eigenvektoren der Matrix reprasentieren dann die ¢;...c,, also die Gewichtungen der
einzelnen Funktionen.

1.4 Atome mit mehreren Elektronen

Die Vorgehensweise die im letzten Kapitel vorgestellt wurde kann auch auf Atome
mit mehreren Elektronen angewendet werden. In diesem Fall lautet der Hamilton-
operator fiir ein Atom mit N Elektronen und einem Kern mit Z Protonen:

2 2

T 5) pha

j=1k>j

PR

Wiederum handelt es sich bel den Termen in der ersten Summe um die Kinetische
Energie der N Elektronen. Die zweite Summe représentiert die Potentielle Energie
der Elektronen gegeniiber dem Kern. Die letzten Terme sind schliefSlich die Elektron-
Elektron-Wechselwirkung, wobei 73, der Abstand des j-ten vom k-ten Elektron ist.
Das Betragsquadrat der Eigenfunktionen dieses Hamiltonoperators ¢ (71, ..., rx) ent-
spricht der Wahrscheinlichkeit ein Elektron bei 77, eines bei 73, ..., und eines bei ry

(1.14)

47r50| 75 Aeg ||

12



zu finden.

Wenn man nun die Elektron-Elektron-WW vernachlassigt (ist nicht gerechtfertigt,
da eine grofile Anzahl von Termen einfach weggelassen wird) kann man das Problem
auf N Wasserstoff-Differentialgleichungen reduzieren, was wiederum durch einen Se-
parationsansatz erreicht wird. Nun kann in Analogie zu (1.8) die antisymmetrische
Losung dieses Problems als

Vi) i(rz) - (k)
C ey L () :
Un(ri) Un(rz) - Un(ry)
geschrieben werden. Diese Determinante wird Slater-Determinante genannt. Der
Austausch zweier Teilchen entspricht dem Vertauschen zweier Spalten. Da die De-
terminante dabei ihr Vorzeichen wechselt, ist die Antisymmetrie der Wellenfunktion

garantiert. Auch das Pauli Prinzip wird nicht verletzt, da zwei gleiche Spalten linear
abhéngig sind, womit die Determinante und damit (77, ...,7x) = 0 ist.

1.5 Molekiilbindungen

Ionische Bindung

Die Coulomb Kraft zwischen zwei Ladungen ¢;, ¢ die sich im Abstand r befinden
ist durch

F— q142
4meqr?

(1.16)

gegeben.

Die ionische Bindung (auch Ionenbindung, heteropolare Bindung oder elek-
trovalente Bindung) ist eine chemische Bindung, die aus der elektrostatischen
Anziehung positiv und negativ geladener Ionen resultiert.

Kovalente Bindung

Die kovalente Bindung wird meist erklart, indem man sagt, dass zwei Atome sich ein
Elektron teilen. Hier soll ein Erklarungsversuch fiir dieses Verhalten unternommen
werden, indem das dreidimensionale Kastenpotential quantenmechanisch behandelt
wird:
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0 reV
u(r) = { oo sonst (1.17)
Mit V = L,L,L,.
Die Losungen der zeitabhédngigen Schrodingergleichung sind:
2V/2 _iEt N i
g 22 exp( ! ) sin 22 gin 0T iy 12TE (1.18)
LoLy,L. h L, L, L,

Bei ng, ny, n, handelt es sich um drei Quantenzahlen, die Werte von 1...00 annehmen
konnen. Die dazugehorigen Energiewerte lauten:

a2 (n2  n2  n?
E(ng,ny,n.) = TR T 1.19
A
E0t= 0
E W P
E,
E,
E,

0 ax

Abbildung 1.1: Losung der Wellenfunktion zu den niedrigsten drei Energien das
eindimensionalen Kastenpotential.

Betrachtet man nun einen quadratischen Kasten mit V' = L3, ist die Energie des

3 h2 2
Grundzustandes (n, =n, =n, =1) Eps = 2722
m
Fur einen Kasten mit de2n ?bmaﬁen V =2L3 also L x L x 2L lautet die Grundzu-
. Oh m
standsenergie Fors = Sz < Fyps.

Wie man erkennen kann verringert sich die Energie, wenn ein Teilchen von einem
kleineren Kasten in einen grofleren gebracht wird. Genau dasselbe passiert bei der
kovalenten Bindung. Zuerst ist das Elektron bei seinem Atom, befindet sich also
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im kleinen Kasten. Geht dieses Atom eine Bindung mit einem anderen ein, so wird
die Grofle des Kastens verdoppelt, und das Elektron kann sich iiber beide Atome
ausbreiten, was ja (laut unserem Modell) zu einer Energieabnahme fithrt. Deshalb
bevorzugen Atome Zustdnde in denen sich die Elektronen iiber das ganze Molekiil
ausbreiten konnen, sie sich die Elektronen also teilen.

Metallische Bindung

Bei der metallischen Bindung kénnen sich die Elektronen iiber den gesamten Kris-
tall ausbreiten, was zu einer grofleren Abnahme der Energie fiithrt als dies bei der
kovalenten Bindung der Fall ist.

Polare Bindung

Die Polare Bindung ist eine Mischung aus einer kovalenten- und einer ionischen Bin-
dung. Verbinden sich 2 unterschiedliche Elemente bekommt das Elektronegativere
mehr von den Elektronen ab. Somit ist ein Teil der Bindung positiv und der andere
negativ geladen. Bei den meisten Bindungen handelt es sich um Polare Bindungen.
Nur wenn zwei gleiche Elemente ein Molekiil bilden tritt eine rein Kovalente Bindung
auf.

Sigma-Bindung

Bei einer Sigma-Bindung handelt es sich um eine spezielle Kovalente Bindung, die
rotationssymmetrisch um die Bindungsachse ist. Sie wird eingegangen, wenn sich
zwei s-Orbitale, ein s- und ein p-Orbital oder zwei p-Orbitale (wenn m; = 0 ist)
verbinden. Wenn Atome durch eine Sigma-Bindung zusammengefiigt werden, kann
das gesamte Molekiil um diese Achse rotieren.

Pi-Bindung

Die Pi-Bindung ist eine Bindung zwischen zwei p-Orbitalen, wenn diese senkrecht
zur Bindungsachse stehen. Der Unterschied zur Sigma-Bindung besteht nun darin,
dass eine Pi-Bindung nicht um die Verbindungsachse rotieren kann, da sie nicht
symmetrisch um diese ist. Eine Pi-Bindung ist generell schwécher als eine Sigma-
Bindung, weswegen letztere bevorzugt wird.

Mehrfachbindungen

o Einfachbindung: Eine Einfachbindung liegt vor, wenn sich zwei Atome zwei
Elektron teilen. Da Sigma-Bindungen energetisch giinstiger sind, sind Ein-
fachbindungen Sigma-Bindungen.
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Sigma bonds

:: ) O - { ) Sigma bond between two s orbitals

,./) <D - QQ Sigma bond between s and p orbitals

o e — '>{3Q Sigma bond between two p orbitals

The angular momentum of a sigma orbital around the interatomic axis is
zero. A molecule can twist around a sigma bond.

Q
Abbildung 1.2: Sigma-Bindungen zwischen verschiedenen Orbitalen
o Doppelbindung: Dabei teilen sich die Atome vier Elektronen. Normalerweise

handelt es sich dabei um eine Sigma- und eine Pi-Bindung.

o Dreifachbindung: Bei einer Dreifachbindung werden sechs Elektronen geteilt.
Es treten eine Sigma- und zwei Pi-Bindungen auf.

1.6 Das Wasserstoffmolekiil

Der Hamiltonoperator fiir das Hy Molekiil lautet:

32
H:h
2me

h2
2 2 2 2
(Vi+V3) - o (V3 +V3)
2 2 2
e e e (1.20)
47T€0T1A 471'807“13 471'507'2,4
62 @2 62

+ +
477'607“23 471'507"12 47T€0TAB

Bei Teilchen 1 und 2 handelt es sich um die zwei Elektronen, A und B stehen fiir die
Protonen. m, ist die Elektronen- und m, die Protonenmasse. Auch hier stellen die
ersten vier Terme die Kinetische Energie dar (die ersten zwei die der Elektronen, die
letzten zwei die der Protonen). Alle anderen Terme entsprechen der Coulomb-WW
der Teilchen untereinander.

Auch in diesem Fall ldsst sich die Eigenwertgleichung (1.2) nicht analytisch 16sen.
Wiederrum werden wir den Hamiltonoperator so weit vereinfachen, bis wir ihn 16sen

16



Abbildung 1.3: Pi-Bindung zweier p-Orbitale

Fag B

Abbildung 1.4: Molekil mit 2 Kernen und 2 Elektronen

konnen. Danach berechnen wir mit (1.12) die Energieerwartungswerte und versuchen
diesen zu Minimieren.

Zum Vereinfachen benutzen wir die sogenannte Born-Oppenheimer Ndherung. Dabei
wird angenommen, dass sich die Position der Protonen nicht andert, also r4p5 eine
Konstante, und deren kinetische Energie somit gleich 0 ist. Dies ist gerechtfertigt,
da m, > m, und deshalb die Elektronen beinahe instantan auf ein Anderung der
Position der Protonen reagieren. Der Wert von 745 ist dabei ein Schatzwert, den
man aus der experimentell bestimmten Grofie des Molekiils schéitzen kann. Mit dieser
Naherung hat der Hamiltonoperator folgende Gestalt:

e? e?

—h?
He ec —a VQ VQ - -
: 2m, ( 1 2) dregria 4megrip

e? e? e? e?

(1.21)

E — -
47T€07‘2A 471'80’/“23 47T€0T12 47T807“AB
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1.7 Valenzbindungs-Theorie

Bei der Valenzbindungs-Theorie wird angenommen, dass die zwei Atome weit von-
einander entfernt sind und die Wellenfunktionen nicht interferieren. Dann sind die
Gesamtwellenfunktionen einfach die Einzelwellenfunktionen der beteiligten Atome.
Da natiirlich auch die Antisymmetrie erhalten bleiben muss gibt es zwei Moglich-
keiten:

» Bindende Wellenfunktion: Hier wird die Antisymmetrie iiber den Spin erreicht
(1.9):
qu<r_ia T_é) = wls(TfA)wls<T;B) + ¢15(T§A)¢15(TFB) (122)

o Antibindende Wellenfunktion: Die Antisymmetrie liegt zwischen den beiden
Atomwellenfunktionen vor; der Spin kann sich beliebig ausrichten.

U, (11, 73) = 1s(ria)is(ras) — Yrs(raa)ns(ris) (1.23)

Die Energie der bindenden Wellenfunktion liegt meist unter der der antibindenden,
weshalb diese bevorzugt wird. Das antibindende Orbital spielt vor allem bei che-
mischen Reaktionen eine Rolle, wo es energetisch giinstiger ist die Molekiilbindung
zu losen. Berechnet man nun fiir das bindende Orbital die Energie fiir verschiedene
Abstéande r4p, findet man bei einer bestimmten Postion ein Minimum der Energie.
Diese Energie ist der erste Schatzwert fiir die Bindungsenergie und der dazugehorige
Abstand r4p die Bindungslange. Mit diesem Schétzwert variiert man die benutzten
Wellenfunktionen (z.B.: mit einem Parameter « in den Wasserstoffwellenfunktionen,
oder mit einem Polynom in den Elektronenpositionen) und minimiert den Energieer-
wartungswert in Abhéngigkeit dieser Parameter. Wiederum ist die kleinste Energie
der beste Schéatzwert.

Bei komplizierteren Molekiilen ist es oft nicht mehr ersichtlich, mit welcher Atom-
Wellenfunktionen (1.22) benutzt werden soll. Deshalb muss manchmal, wie z.B. bei
Kohlenstoff, eine Uberlagerung verschiedener Wellenfunktionen benutzt werden.

Oszillationen der Kerne eines Molekiils

Nun da wir die Bindungsenergie in Abhangigkeit des Abstandes der Protonen r4p
mit (1.21) bestimmt haben, konnen wir diese Energie als potentielle Energie Ee.
fiir die Protonen benutzen um Oszillationen um deren Ruhelage zu betrachten. Der
Hamiltonoperator fiir die Protonen lautet somit:

2

2m

H=— (Vi + VQB) + Eelec(TXB) (124)

P
Eine Koordinatentransformation auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten liefert:
h2 ) h2

- — V?+E,.r)=Hs+ H, 1.25
Im, VS 4mpv7‘+ lee(T) s+ (1.25)

H =
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Wobei der Index S Schwerpunktskoordinaten und der Index r Relativkoordinaten
bedeutet.

Wie man erkennt, lasst sich der Hamiltonoperator als Summe zweier Operatoren
schreiben, die jeweils von anderen Koordinaten abhangen. Immer wenn dies der Fall
ist, kann man die Differentialgleichung durch einen Separatinosansatz separieren
und fiir jede Koordinate einzeln l6sen. Im Folgenden betrachten wir nur die Rela-
tivbewegung der Protonen.

Das dabei auftretende Potential F,.. kann durch folgende Funktionen dargestellt
werden (diese Funktionen sind keine analytischen Losungen, sondern geben nur das
Verhalten des Potentials gut wieder).

Morse-Potential (U, a, 7o sind vom Potential abhéngige Konstanten):

Eeee(r) = Uy <e—2<7”—7“0>/a — 26_(T_T0)/a> (1.26)

Lennard-Jones-Potential (g, 0 sind vom Potential abhéngige Konstanten):

Bueo(r) = 4:;((‘;)12 - <Z>6) (1.27)

Da sich diese Potentiale in der Nahe des Minimums quadratisch verhalten (FEee.(1) o
r?), kann man durch eine Reihenentwicklung um das Minimum die Federkonstante
dieser Bindung berechnen und dadurch auch die Frequenz mit der sie schwingen
kann. Mit der Bindungslange kann man dann die Dichte des Materials und damit,
in Kombination mit der Federkonstante, die Schallgeschwindigkeit berechnen. Im
Prinzip kann man jegliche Eigenschaft eines Materials aus der Schrodingergleichung
berechnen.

Valenzbindungstheorie bei Kohlenstoffmolekiilen

Berechnet man die Eigenzustinde des Kohlenstoffatoms sieht man, dass der 2s-
Zustand energetisch etwas tiefer liegt als der 2p-Zustand. Es befinden sich also zwei
Elektronen im 1s-Zustand, zwei im 2s Zustand und zwei im 2p-Zustand. Dies bedeu-
tet, dass zwei Zustdnde im 2p-Orbital nicht besetzt sind. Nun kénnte man vermu-
ten, dass Kohlenstoff in Anwesenheit von Wasserstoff zwei Verbindungen eingeht. In
Wirklichkeit sind es jedoch vier. Dies liegt daran, dass eine Bindung mit Wasserstoff
die Energie mehr absenkt, als es kostet ein Elektron vom 2s in den 2p-Zustand zu he-
ben. Daraus entstehen ein halb gefiilltes s-Orbital und drei halb gefiillte p-Orbitale,
welche linearkombiniert werden und vier Bindungen mit Wasserstoff eingehen. Dies
ist das sogenannte sp3-Hybrid-Orbital. In Anwesenheit anderer Elemente oder unter
anderen Bedingungen hybridisiert Kohlenstoff auch noch zu sp?- und sp-Orbitalen.
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Abbildung 1.5: Qualitativer Plot eines Morse-Potentiales mit Mathematica; Uy = 2,
ro = 0.16, a = 0.08

sp>-Hybrid-Orbital

Fiir das Kohlenstoffatom ist es energetisch am giinstigsten die Wasserstoffatome
moglichst weit voneinander zu entfernen. Die einzige Moglichkeit dies um ein Zen-
trum herum zu arrangieren, ist es, die Wasserstoffatome tetraedrisch mit einem
Winkel von 109,5° anzuordnen.

Abbildung 1.6: sp3-Orbital

Da man die Form des Molekiils kennt, werden die Atomwellenfunktionen linearkom-
biniert, bis die gewiinschte Form erreicht ist. Fiir Kombinationen aus einem s-Orbital
und drei p-Orbitalen gibt es dafiir vier Moglichkeiten:
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s T wp:p + zppy + wpz

(1.28)

('Qbs + wpz - Q/pr - ¢pz
( wl’f + wpy - ¢pz

1\3\»— 1\3\»— [\')\r—k

N— "

\114 = 2<¢s - 77Z)p;r - ¢py + wpz

Nun wendet man die Vorgehensweise der Valenzbindungstheorie auf das 1s-Orbital
des Wasserstoffs mit einem dieser Orbitale an und berechnet fiir alle vier sp3-Orbitale
die Bindungsenergie und den dazugehoérigen Bindungsabstand.

sp?-Hybrid-Orbital

Das sp?-Orbital ist eine weitere Méglichkeit des Kohlenstoffes Bindungen einzu-
gehen. Beispiele dafiir sind Ethen und Graphen(eine Monolage Graphit). Da die
Doppelbindung bei Ethen eine Pi-Bindung zwischen zwei p-Orbitalen benotigt (sie-
he Kapitel 1.5) bleiben fur die Hybridisierung nur zwei p-Orbitale iiber, es wird also
ein 2s-Orbital mit zwei 2p-Orbitalen linearkombiniert. Um die benétigte Form zu
erreichen, (die drei Orbitale liegen in einer Ebene und der Winkel zwischen ihnen
betragt je 120°) gibt es drei Moglichkeiten:

- (ws T ﬂwpx>

1 1 1
\Ij = s T +
VAR VA
1 1 1
Uy = — s — T =Wpxr — T =
VARV A A
Bei Ethen ist jede Kohlenstoff-Wasserstoffbindung eine Sigma-Bindung mit einem
sp?-Orbital des Kohlenstoffes und einem 1s-Orbital des Wasserstoffes. Die Doppel-

bindung besteht aus einer Pi-Bindung der beiden restlichen p-Orbitale und einer
Sigma-Bindung zweier sp?-Orbitale.

(1.29)

sp-Hybrid-Orbital

Die dritte Moglichkeit des Kohlenstoffes sich zu binden, ist das sp-Orbital. Dabei
wird ein 2s-Orbital mit einem 2p-Orbital gemischt. Ein Beispiel hierfiir ist Ethin
(CyHs), welches eine Dreifachbindung zwischen den Kohlenstoffatomen besitzt und
deshalb zwei Pi-Bindungen benétigt. Bei Ethin ist jede Kohlenstoff-Wasserstoft-
Bindung eine Sigma-Bindung zwischen einem sp-Orbital und einem 1s-Orbital. Die
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Abbildung 1.7: sp?>-Orbital

Dreifachbindung besteht aus zwei Pi-Bindungen zwischen zwei 2p-Orbitalen und ei-
ner Sigma-Bindung der iibrigen sp-Orbitale. Da der Winkel zwischen den beiden
Bindungen der sp-Hybridisierung 180° betragt, und sie in einer Ebene liegen, gibt
es zwei Moglichkeiten fiir die Wellenfunktion:

A =7 (@bs + z/)pz) o
- (% - zz)pz)

1.8 Molekiilorbitale

Eine weitere Moglichkeit Naherungslosungen fiir die Schrodingergleichung zu erhal-
ten, ist die Theorie der Molekiilorbitale.

Der Hamiltonoperator fiir ein Molektl mit n Elektronen und M Kernen mit jeweils
Z; Protonen lautet:

M ZKB
ZV2 ZV2 >y
Me j—1 My ;= j=1 K= 147T50|7”JK|
My g (1.31)
JLK
_l’_
]Z:Ug 47T50|7“Jk| Jz:”gj dreo|r k|

Bei den Summenindizes stehen Grolbuchstaben fiir Protonen und Kleinbuchstaben
fiir Elektronen.

Die ersten beiden Summen sind die kinetische Energie der Elektronen und der Proto-
nen. Die dritte Summe stellt die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Elektronen
und den Kernen dar. Die vierte und fiinfte Summe ist schlussendlich die Wechsel-
wirkung zwischen den Elektronen bzw. den Kernen (Beachte k > j bzw. K > J bei
der Indizierung).
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Nattrlich ist auch diese Eigenwertgleichung analytisch nicht zu losen. Deshalb grei-
fen wir auch hier auf Naherungen zuriick. Der erste Schritt ist es, die Born-Oppenheimer-
Néherung zu verwenden (Protonen werden an einem bestimmten Ort fixiert; siche
Kapitel 1.6), danach vernachlassigen wir noch die Elektron-Elektron-Wechselwirkung.
Dies liefert:

H vy A S S DI S const
e = — () + cons
me = o  dmeolryi] 3o A dmeolrik] =
(1.32)
mit M
h2 ZK€2
Hi(r)=——_V2_— _r 1.33
i(r5) om, I KZ:I dreo|rik| ( )

Der Hamiltonoperator lasst sich als Summe von Hamiltonoperatoren der Elektro-
nen (im Folgenden Einzelelektron-Hamiltonoperator genannt) schreiben. Somit kann
man die daraus entstehende Differentialgleichung separieren und fiir jedes Elektron
einzeln 16sen. Sieht man genau hin, erkennt man, dass fiir jedes Elektron dieselbe
Gleichung zu lésen ist, da H; immer dieselbe Gestalt hat. Der Grundzustand und
alle angeregten Zustande dieser Gleichungen werden Molekiilorbitale genannt. Man
kann sagen, dass die Molekiilorbitale fiir das Molekiil dasselbe sind, wie die Wasser-
stofflésungen fiir Atome mit mehreren Elektronen.

Da man an der Gesamtwellenfunktion v (r1, ..., 7, ) interessiert ist und diese natiirlich
antisymmetrisch sein muss, benutzt man auch hier die Slater-Determinante (1.15):

¢1(7’_i) wl(@) @Zfl(r_ﬁ)

\I/(ﬂ,...ﬁl):\/lm ng (1.34)

Wobei hier die v;...1,, die Molekiilorbitale sind.

Linearkombination von Atomorbitalen

Wir versuchen nun die Molekiilorbitale als Linearkombination von Atomorbitalen
darzustellen. Die Vorgehensweise wird dabei anhand des Ethen-Molekiils demons-
triert.

Ethen Die Elektronen mit der hochsten Energie in Ethen sind jene p-Orbitale,
welche die Pi-Bindung in der Doppelbindung der Kohlenstoffe formen. Wir sind
meist nur an diesen interessiert, da sie in den meisten Fiillen die wichtigsten Elek-
tronen fiir Anregungen, chemische Reaktionen, usw. sind. Wir versuchen also das
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Abbildung 1.8: Strukturformel von Ethen

Molekiilorbital dieser Valenzelektronen als Linearkombination der Atomorbitale dar-
zustellen:

Vo = c1p,1 + 22 (1.35)

Damit berechnen wir den Erwartungswert der Energie mit dem Einzelelektron-
Hamiltonoperator des Molekiils (1.33).

(E) = (YuolH|Ymo) _ ciHyy + 2c109Hyo + c3Hag (1.36)
(Yaolvmo) et + 2¢102519 + ¢3 '

mit: Hy; = (Wi H[yp;)  Siz = (Y]t2)
Nun benutzt man die sogenannte Hiickel-Naherung, welche besagt, dass S5 = 0 ist,
und dass H;; = Hj; und minimiert die Energie in Bezug auf ¢; und ¢, durch

OF OF
— =0 d—=0
801 b 802
Dies fiihrt zu:
0
(Hn — FE HigHis Hap — E) <Cl> = <0> (1.37)
Ca

Mit Hy; = Hss sind die Losungen dieses Gleichungssystems:

Vo = \}5 <1/1p21 + ¢p22>

| (1.38)
Vo = 72 (%A - %ﬂ)
Mit den Energien:
Et = Hy1 + Hyp (1.39)

E~ =Hy — Hyp

Butadien Nun wollen wir den eben vorgestellten Formalismus auf das etwas kom-
pliziertere Molekiil Butadien (Abb. 1.9) anwenden.

Wiederum sind wir am Molekiilorbital mit der héchsten Energie interessiert. In
diesem Fall versuchen wir eine Linearkombination der vier p,-Orbitale:
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Abbildung 1.9: Strukturformel von Butadien

Vo = c1¥p,1 + Catp,2 + 3ty 3 + Cathy 4 (1.40)

Auch hier minimieren wir den Erwartungswert der Energie bezogen auf ¢y, co, c3, 4.
Ohne das Hiickelmodell zu verwenden, ware das daraus resultierende Problem sehr
kompliziert. Setzen wir jedoch S;; = ¢;; und H;; = Hy; folgt das einfache :

Hll - F H12 0 0 C1 0
Hys Hy —FE Hio 0 Co _ 0 (1 41)
0 Hiy Hy—FE His C3 0 '
0 0 Hyy Hy —E) \c 0
Hier lautet die Losung:
5 _—
E, = Hy, +2H5 cos <(5n)7r> n=1,234 (1.42)

Es gibt also zwei Molekiilorbitale mit niedrigerer Energie als Hy; (n = 1,2). In
jedem dieser Orbitale haben zwei Elektronen platz. Somit sinkt die Gesamtenergie

des Molekiils, da nur die zwei Orbitale mit geringerer Energie als Hy; besetzt werden
(Abb. 1.10).

E

S
b
fme 304

92 33

= 399

Abbildung 1.10: Molekiilorbitale fiir das Butadien-Molekiil; gleich eingefirbte Be-
reiche bedeuten gleiches Vorzeichen der Wellenfunktion



Teilchenkette Wendet man die Vorgehensweise auf eine Kette von N Teilchen an,
so ergibt dies:

nmw
E,=H 2H =1,...N 1.43
1+ 12COS<N+1> n ( )

Wie man beim Butadien erkennen kann, sehen die Losungen der Wellenfunktion
aus, als wére das Elektron in einem Kastenpotential gefangen (vgl. 1.17). Deshalb
werden bei langeren Molekiilketten fiir die Wellenfunktionen und die Energien die
Losungen des Kastenpotential als Naherung verwendet:

e \E%(n}iw) (1.44)

Benzol Nicht nur Molekiilketten konnen mit diesem Formalismus berechnet wer-
den, sondern auch Ringe von Atomen, wie zum Beispiel das Benzolmolekiil (Abb.
1.11).

H-'CQC;C“H
I
H

Abbildung 1.11: Strukturformel von Benzol

Man nimmt auch hier an, dass man die Molekiilorbitalwellenfunktion als

Viro = cip.1 + catfp.a + 3ty 3 + Cathp s + C5p_5 + Ctps (1.45)

schreiben kann. Damit berchnet man den Energieerwartungswert, minimiert diesen
nach den ¢y, ..., ¢g und wendet das Hiickel-Modell an. Dies liefert folgendes lineares
Gleichungssystem:
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Hy, — FE Hys 0 0 0 Hys c1 0

Hys H,—-F Hy 0 0 0 Co 0

0 H12 H11 —F H12 0 0 3| _ 0

0 0 ng Hn —F H12 0 Cy o 0

0 0 0 H12 H11 —F ng Cs 0

Hys 0 0 0 Hys Hyy —E) \cs 0
(1.46)

Zu beachten ist hier, dass im Gegensatz zur Molekiilkette die erste und letzte Zeile
einen Term Hip, links und rechts der Hauptdiagonale hat.

Die Losungen fiir die Energie lauten:

Ey = Hy1 +2H
Ey = Hy +1Hy,
Es = Hyy + 1Hqo
Ey= Hyy — 1Hy
Es=Hy —1Hyp
Fe¢ = Hy1 — 2Hy2

(1.47)

5!
ey
g e
St

Abbildung 1.12: Molekiilorbitale fiir Benzol; gleich eingefarbte Bereiche bedeuten
gleiches Vorzeichen der Wellenfunktion

Wie bei der Molekiilkette mit dem Potentialtopf gibt es auch hier ein einfaches
Modell die Wellenfunktion und die Energien darzustellen, indem man die Teilchen
auf einem Ring mit Radius R anordnet. Das bedeutet, dass:

0 |f=R

o0 sonst

wm_{ (1.48)

Damit wird die zweidimensionale Schrodingergleichung in Polarkoordinaten zu:
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R 0*Y(p)

_ B 14
A = Bl (1.49)
Mit den Eigenlosungen:
o 0,1, 42 1.50
wn(@) - \/ﬂ n =y, ) )t ( : )
und den Energien:
h?n?
= —— 1.51
2mR? (1.51)
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Kapitel 2

Kristallstrukturen
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2.1 Einleitung

Das Wort “Kristall“ stammt aus dem Griechischen und bedeutet “Bergkristall* oder
“Eis*“ Die alten Griechen dachten, dass Kristalle bei so tiefen Temperaturen entstan-
den sein mussten, dass sie nicht mehr schmelzen kénnen.

Die intensive Beschaftigung mit Kristallen begann zu Beginn des 20. Jahrhunderts.
Mineralogen fanden Hinweise auf die Periodizitdt der Kristallstruktur. Die expe-
rimentelle Bestédtigung dazu lieferte Max von Laue mit seiner Entdeckung, dass
Rontgenlicht an Kristalloberflachen gebeugt wird.

Die Entwicklung der Quantentheorie ermdglichte anschliefend eine bessere mathe-
matische Beschreibung von Kristallen und fiihrte zu einer noch stéarkeren Beschéafti-
gung mit Kristallstrukturen und schliellich zur Entwicklung der Festkorperphysik.

Kristalle sind durch ihre regelmaflige, periodische Struktur gekennzeichnet. Viele
Stoffe und Elemente haben kristalline Bauform. So sind etwa Metalle, Salze und
Oxide von kristalliner Bauform. Im Gegensatz dazu besitzen amorphe Materialien
(z.B. Glas) eine zufillige Orientierung.

Energetisch gesehen ist fiir viele Stoffe die kristalline Bauform meistens gilinstiger.
Deshalb muss man fiir die technische Herstellung von amorphen Materialien (et-
wa amorphen Metallen) ein spezielles Verfahren anwenden. Die Materialien werden
zuerst erhitzt, bis sie schmelzen und anschlieSfend durch schnelles Abkiihlen daran
gehindert, ihre Kristallstruktur einzunehmen. Dadurch kommt es zu einer unregel-
méafigen Anordnung.

Zur Herstellung von Kristallen wird das Material zuerst auch erhitzt, bis es schmilzt,
anschlieBend aber sehr langsam abgekiihlt. Dadurch kénnen die Atome die niede-
renergetischen Kristallpldtze einnehmen und eine Kristallstruktur ausformen.
Kristalle, die in der Natur vorkommen, sind oft iiber Jahrtausende hinweg langsam
abgekiihlt worden, wodurch eine sehr reine Kristallstruktur entsteht.

Fiir die Festkorperphysik sind Kristalle deshalb so zentral, weil viele Eigenschaften
von Materialien durch die Kristallstruktur und deren Eigenschaften erklart werden
konnen. Auflerdem ist es auch moglich, organische Molekiile, wie etwa bestimmte
Proteine, zu kristallisieren, weshalb Kristallstrukturen auch fiir die Chemie relevant
sind.

Bei Anwendung auf Kristallstrukturen liefert die Schrodingergleichung einen viel
einfacher zu lésenden Ausdruck als bei Anwendung auf amorphe Materialien. Durch
die periodischen Strukturen kann man die Schrédingergleichung in einem Kristall
fiir einen sehr kleinen Bereich 16sen und die Losung anschliefend auf den gesamten
Kristall ausweiten.

2.2 Grundlegende Begriffe

Ein idealer Kristall entsteht durch die unendliche Wiederholung von identischen
Struktureinheiten. Diese Struktureinheiten, die aus einem oder mehreren Atomen
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bestehen, werden allgemein als Basis oder Elementarzelle bezeichnet.

Die Basis ist also jenes Atom oder jene Gruppe von Atomen, die im Kristall immer
wieder wiederholt vorkommt. Ersetzt man nn jede Basis durch einen Punkt, so erhélt
man das Kristallgitter, eine periodische Punktstruktur. Umgekehrt kann man durch
das Anlegen der Basis an jeden Gitterpunkt die Kristallstruktur erhalten. Dies stellt
ein fundamentales Prinzip im Kristallaufbau dar:

® = . ° e® o® o® o°
v e® o o°
.. 4+ o @ ° @ :........

L] ] ] .. .. .'.
Basis 2 @ ™ ™ .. .. .. ..
Bravisgitter Kristall

Abbildung 2.1: Erzeugung der Kristallstruktur aus Basis und Gitter

Prinzipiell gibt es beliebig viele Moglichkeiten fiir das Aussehen des Kristallgitters.
Da es aber einige Gitter gibt, die aufgrund ihrer Symmetrie haufiger vorkommen,
unterscheidet man zwischen einigen wichtigen Gittern. Diese speziellen Gitter wer-
den auch als Bravaisgitter bezeichnet.

Die Einteilung der Kristalle erfolgt dadurch, dass man sie ihrer Struktur nach einem
der Bravaisgitter zuordnet.

Im Zweidimensionalen gibt es fiinf verschiedene Bravaisgitter (Abb. 2.2).
Im Dreidimensionalen gibt es 14 verschiedene Bravaisgitter (Abb. 2.3).

Die wichtigsten der in Abb. 2.3 aufgefithrten Gittertypen sind (siehe dazu auch Abb.
2.9 und Abb. 2.10):

o (sc): simple cubic (einfach kubisch)

o (fcc): face centered cubic (kubisch flichenzentriert)

o (bcc): body centered cubic (kubisch raumzentriert)

o (hep): hexagonal closed pack (hexagonal dicht gepackt)

Diese vier Gittertypen kommen sehr héufig vor, da fast alle Metalle eine (fcc)-, (hep)-
oder (bcc)-Struktur haben. Wir kommen in Kapitel 2.6.1 noch genauer darauf zu
sprechen.
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Abbildung 2.2: Die fiinf Bravaisgitter im Zweidimensionalen: 1. Schiefwinkliges Git-
ter, 2. Rechtwinkliges Gitter, 3. Rechtwinklig zentriertes Gitter, 4. Hexagonales
Gitter(p = 120°), 5. Quadratisches Gitter. (Quelle: Wikipedia - "Bravaisgitter")
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Abbildung 2.3: Die 14 Bravaisgitter im Dreidimensionalen; Kristallsysteme 1 - 3:
Rechtwinkliges Achsensystem; Kristallsysteme 4 - 7: Schiefwinklige Achsensysteme.
(Quelle: Wikipedia - "Bravaisgitter")

32



2.2.1 Die Translationsvektoren

Das Kristallgitter kann man aus primitiven Translationsvektoren aufbauen. Im Zwei-
dimensionalen gibt es zwei (a7, d3), im Dreidimensionalen drei (a3, a3, a3) primitive
Translationsvektoren.

Abbildung 2.4: Die primitiven Translationsvektoren und der Translationsvektor T
aus dem das Gitter aufgebaut werden kann

Die Kristallstrutkur in Abb. 2.4 verfiigt tiber drei primitive Translationsvektoren.
Wie man sieht, verbinden diese immer die nachstliegenden Gitterpunkte mitein-
ander (vgl. hierzu auch Kap. 2.3.1). Die Kristallstruktur kann aus den primitiven
Translationsvektoren nun folgendermaflen aufgebaut werden:

—

r"=7r+ka +lay +ma; (2.1)

Dabei ist 7~ der Ortsvektor des Punktes des Kristallgitters, den wir verschieben wollen
(in Abb. 2.4 ist es der Punkt links unten). k, 1, und m sind ganze Zahlen. 7 ist der
Ortsvektor des Punktes, an den wir 7 verschieben wollen (im Bild ist es der Punkt,
zu dem der lila Pfeil zeigt).

Wenn nun das Gitter von ' aus gesehen identisch ist mit dem Gitter, das von 7
gesehen wird, dann hat man die richtigen primitiven Translationsvektoren a3, as, a3
gefunden.

Wiirde z.B. der Vektor @} zu lang sein, so wiirden im r/-Gitter die Abstéinde zwischen
den Gitterpunkten in eine Richtung vergrofiert sein.

Durch Variation von k, 1 und m kann man somit vom Ort 7 aus iiber die primitiven
Translationsvektoren ai, as, a3 alle Gitterpunkte erzeugen.

Daher wird T = k ay + las + maj auch als Translationsvektor bezeichnet.
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2.3 Elementarzellen

2.3.1 Die primitive Elementarzelle

Die Kristallstruktur kann wie oben beschrieben durch die Ubereinanderlegung von
Basis und Gitter oder durch Translation der Gitterpunkte entstehen. Bei Erzeugung
durch Translation spannen die primitiven Gittervektoren eine Zelle auf. Diese Ein-
heit bezeichnet man als primitive Elementarzelle. Verwendet man nicht a3, as, a3,
sondern k aj,las, mas, so erhdlt man die allgemeine Form der Elementarzelle. Die
primitive Elementarzelle ist, da sie aus den primitiven Gittervektoren erzeugt wird,
die Zelle mit dem kleinstmdoglichen Volumen. Sie besteht dariiber hinaus nur aus
einem einzigen Gitterpunkt. Der Volumsinhalt der primitiven Elementarzelle be-
rechnet sich durch:
V =a; - (a3 x a3)

@ @ ® ®
@
ozl J 2 af
5] : e .

Abbildung 2.5: Beispiele fiir primitive Elementarzellen - Zelle 4 ist nicht primitiv
(Quelle: Kittel: “Festkorperphysik*)

Wie man in Abb. 2.5 sieht, gibt es mehrere Moglichkeiten, eine primitive Elementar-
zelle zu erzeugen. Die Elementarzellen 1 - 3 bestehen alle aus einem Gitterpunkt:
Wenn man sich eine bestimmte primitive Elementarzelle herausgreift (etwa Nr. 1)
und diese in das gesamte Gitter einzeichnet, so erkennt man, dass jeder Gitterpunkt
insgesamt von vier primitiven Elementarzellen geteilt wird. Da jede Elementarzelle
vier Gitterpunkte als Eckpunkte besitzt, ergibt sich 4 - i = 1. Zudem haben alle ver-
schiedenen primitiven Elementarzellen denselben Flacheninhalt. Die Elementarzelle
4 ist keine primitive Elementarzelle, da sie 2 Gitterpunkte enthalt: Jeder Eckpunkt
ist zwischen vier und jeder Seitenpunkt zwischen zwei Elementarzellen geteilt und
ihre Flache ist auch doppelt so grof3 wie die einer primitiven Elementarzelle.

2.3.2 Die Wigner-Seitz-Zelle

Eine andere Moglichkeit, eine primitive Elementarzelle zu finden, ist die Wigner-
Seitz-Zelle (Abb. 2.6 und 2.7). Dabei wahlt man sich einen Gitterpunkt aus und
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zeichnet alle Verbindungen zu seinen Nachbarpunkten ein. Diese Verbindungen hal-
biert man anschlieBend und erhélt so die Wigner-Seitz-Zelle.
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Abbildung 2.6: Konstruktion der Wigner-Seitz-Zelle: 1. Man verbindet den gewahl-
ten Punkt mit allen seinen nachsten Nachbarn, 2. Man zeichnet auf allen Verbin-
dungslinien die Mittelsenkrechte ein, 3. Diese Linien begrenzen die Wigner-Seitz-
Zelle (orange eingetragen )

Abbildung 2.7: Wigner-Seitz-Zelle fiir eine Kristallstruktur. Man beachte, dass nicht
unbedingt alle Mittelsenkrechten auch Begrenzungslinien der Wigner-Seitz-Zelle sein
mussen.

Die Wigner-Seitz-Zelle enthélt wiederum nur einen Gitterpunkt (den Zentrums-
punkt, von dem die Erzeugung ausgeht), wie es fir eine primitive Elementarzelle
iiblich ist.

Im Dreidimensionalen zeichnet man anstatt der Mittelsenkrechten die Ebenen, die
senkrecht auf die Verbindungslinien stehen, ein.

Die Wigner-Seitz-Zelle ist deshalb sehr von Interesse, da sie das Aquivalent zur
Brillouin-Zone im reziproken Gitter darstellt (siche Kapitel 3):

Die (fcc)-Wigner-Seitz-Zelle ist identisch mit der (bee)-Brillouin-Zone im reziproken
Raum und die (bcc)-Wigner-Seitz-Zelle entspricht der (fcc)-Brillouin-Zone im rezi-
proken Raum (s. auch Abb. 2.8).
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Abbildung 2.8: Die Wigner-Seitz-Zellen fiir fee (links) und bee (rechts)

2.3.3 Die konventionelle Elementarzelle

Fiir die Erstellung der primitiven Elementarzelle gibt es, wie oben beschrieben, vie-
le Moglichkeiten. Die primitive Elementarzelle ist in ihrer Gestalt aber meist nicht
sehr anschaulich, weshalb man 6fters die sogenannte “konventionelle Elementarzelle®
verwendet. Im Dreidimensionalen sind dabei drei konventionellen Elementarzellen
besonders wichtig: sc, bee und fee (Abb. 2.9).

(a) (b) (c)

Abbildung 2.9: a: (sc)-Struktur, b: (bec)-Struktur, c: (fec)-Struktur; (Quelle: www-
ee.ccny.cuny.edu)

Wie schon oben erwéhnt, gibt es auler diesen drei kubischen Gittertypen noch einen
weiteren wichtigen Typ, und zwar das hexagonal dicht gepackte Gitter hep (Abb.
2.10). Das (hcp)-Gitter entsteht durch versetztes Ubereinanderstapeln der Kugel-
schichten. Man beginnt mit einer Kugelschicht a und setzt dann in die Platze zwi-
schen diese Kugeln eine weitere Kugelschicht b darauf. Die Schicht b ist nicht de-
ckungsgleich mit der Schicht a, sondern verschoben. Auf die Schicht b setzt man
dann wieder eine Schicht a, usw. Es entsteht also ein Schichtmuster a - b -a - b -
a...

Waihrend (sc) noch eine primitive Elementarzelle ist, erkennt man, dass (fcc) und
(bee) keine primitiven Elementarzellen mehr sind: (fec) enthélt vier und (bec) zwei
Gitterpunkte.

Auf die Verwendung der primitiven Elementarzelle verzichtet man dabei aus Griin-
den der Anschaulichkeit. Aus einer (fcc)-Struktur, wie sie normalerweise verwendet
wird, erkennt man viel schneller, wie der Aufbau des Kristalls erfolgt, als aus der
zu (fee) gehorenden primitiven Elementarzelle. Die obigen Darstellungen von (bec),
(fce) und (hep) sind also konventionelle Elementarzellen.
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Abbildung 2.10: Linkes Bild: (hep)-Struktur, Rechtes Bild: Schichtmuster von (hep);
(Quellen: www.benbest.com, www.ktf-split.hr)

2.3.4 Koordinationszahl

Die Koordinationszahl gibt die Anzahl der ndchsten Nachbarn eines Atoms in einem
Kristall an. Die nidchsten Nachbarn eines Atoms sind jene Atome, deren Verbin-
dungslinie zu dem ausgewahlten Atom am kiirzesten ist. Meistens ist es aufgrund
der Symmetrie der Fall, dass es mehrere niachste Nachbarn gibt, weshalb die Koor-
dinationszahl in der Regel grofler als 1 ist.

Abbildung 2.11: Im linken Bild sind 8 (sc)-Elementarzellen abgebildet. Die nichsten
Nachbarn des gelb eingerahmten Atoms sind die rot eingerahmten Atome, die alle
gleich weit vom roten Atom entfernt sind. Es ergibt sich also eine Koordinationszahl
von 6 (Quelle: www.4dsolutions.net).

Im rechten Bild ist die Kristallstruktur von Graphit dargestellt. Graphit besteht aus
Schichten von miteinander verbundenen C-Atomen. Jedes C-Atom formt drei Bin-
dungen aus und hat somit drei nachste Nachbarn. Graphit besitzt eine hexagonale
Kristallstruktur, da die einzelnen Graphitschichten zueinander verschoben sind.
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Die Koordinationszahlen (Anzahl der néchsten Nachbarn) der wichtigsten Kristall-
gitter sind:

e sc: 6

e bce: 8

o fcc: 12

e hcp: 12

o Diamant: 4

o Graphit: 3

2.3.5 Packungsdichte

Die Packungsdichte gibt an, wie viel Volumen die Gitterpunkte in einem Gitter
maximal zur Verfiigung haben. Dazu wéahlt man sich einen Teil eines bestimmtes
Kristallgitter aus und vergrofert alle Gitterpunkte gleichméfig, bis sich die ersten
der so entstehenden Kugeln beriihren. Alle Kugeln haben nun denselben Durchmes-
ser, wie jene Kugeln, die sich bertihren. Nun berechnet man das Volumen der Kugeln
und dividiert es durch das Gesamtvolumen. Dadurch erhélt man die Packungsdich-
te, die meist in Prozent angegeben wird. Die dichteste Kugelpackung fillt 74% des
Volumens aus.

Berechnung der Packungsdichte eines kubisch flachenzentrierten Gitters
(fce).

Wie man in Abb. 2.12 erkennt, bertihren sich die aufgeblahten Kugeln zuerst entlang
der Flachendiagonale.

Abbildung 2.12: (fcc)-Struktur: R... Radius der Kugel, a... Lange der Wiirfelkante
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Es gilt also:
AR = 2a

Die acht Kugeln mit Mittelpunkt auf den Wiirfelecken ragen jeweils zu % ihres Volu-
mens in den Wiirfel herein, die sechs Kugeln mit Mittelpunkt auf den Seitenflachen
tragen jeweils % ihres Volumens zum Kugelvolumen bei.

Die beiden Volumina betragen daher:

VWuerfel:CL3

1 1\ 4 4
Vicugein = (8= +6- =) -mR* =4 -7 R®
Kugel ( gt 2)37T 3"

Daraus folgt mit Gl. (2.3.5) die Packungsdichte:

VKugeln 4- %W(%)S ?72\/5 \/§7T
= = = ~ 74%

VWuerfel ad 64

Im (fcc)-Gitter sind die Atome mit 74% also am dichtesten gepackt. Dieselbe Pa-
ckungsdichte liegt auch bei (hcp)-Gitter vor. Im (bee)-Gitter betrégt die Packungs-
dichte 68%, im (sc)-Gitter noch 52% und in Diamant-Struktur nur mehr 34%.

2.4 Miller-Indizes und hkl-Ebene

Die Millerindizes werden dazu verwendet, Richtungen und Ebenen in Kristallen
zu beschreiben. Das Koordinatensystem zeichnet man im Allgemeinen entlang der
Kristallachsen ein. Daher ist das Koordinatensystem meist schiefwinklig, in einem
kubischen Kristall ist es aber rechtwinklig.

Die Richtungen und Ebenen des Kristalls werden als Zahlentripel (hkl) angege-
ben. Diese Zahlentripel werden als Miller-Indizes bezeichnet, die Ebenen, die durch
diese Zahlentripel dargestellt werden, als hkl-Ebenen. Richtungen werden in eckigen
Klammern [ ] und Ebenen in runden Klammern ( ) angegeben:

Die [100]-Richtung entspricht der x-Richtung.
Die [010]-Richtung entspricht der y-Richtung.
Die [001]-Richtung entspricht der z-Richtung.

Falls bei der Beschreibung einer Richtung oder einer Ebene negative Indizes vor-
kommen, werden diese nicht durch ein Minus-Zeichen sondern durch einen Strich

oberhalb des Index dargestellt: Die [-1 0 -3]-Richtung wird z.B. als [I 0 3]-Richtung
geschrieben.

Um Ebenen anzugeben, gibt es zwei Moglichkeiten:
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Abbildung 2.13: Die Millerindizes der Achsen des Koordinatensystems eines Kris-
talls. [010] ist die -y Richtung.

1. Eine Ebene steht immer senkrecht zur Richtung mit denselben Indizes, z.B.
steht die (110)-Ebene senkrecht auf die [110]-Richtung, oder die (111)-Ebene
senkrecht auf die [111]-Richtung.

2. Die zweite Moglichkeit besteht darin, die Schnittpunkte der Ebene mit den
Koordinatenachsen zu bestimmen. Wenn die Ebene die x-Achse bei h, die y-
Achse bei k und die z-Achse bei 1 schneidet, so kann man diese Zahlen wieder
als Tripel hkl schreiben. Um die Ebene zu erhalten, muss man allerdings die
Kehrwerte dieser drei Werte bilden, also %%%

Da man die Ebenen aber ganzzahlig darstellen mochte, multipliziert man alle
drei Werte noch mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen (Die Ebenen wer-

den immer mit den kleinstmoglichen ganzen Zahlen angegeben).

.

X

(001) (100) (010)

N \

(101) (110) (011)

Abbildung 2.14: Einige hkl-Ebenen mit Miller-Indizes

Beispiel:

Eine Ebene schneidet die x-Achse bei 3, die y-Achse bei 4 und die z-Achse bei -6.
Die Ebene lautet also (3+-5). Multipliziert man nun alle Zahlen mit 12, erhélt man
(432). Dies ist die gesuchte hkl-Ebene. Hétten wir statt mit 12 mit 24 multipliziert
(was auch moglich wiare um ganze Zahlen zu erhalten), so wiirden wir mit (864)
nicht die kleinstmoglichen ganzen Zahlen erhalten. Schneidet eine Ebene eine Achse

iiberhaupt nicht, also erst bei oo, so ergibt sich daraus der Kehrwert é =0.
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Das haufige Auftreten von Symmetrien bei Kristallen wird auch bei den Millerindi-
zes berticksichtigt: Ein Zahlentripel, das zwischen zwei spitzen Klammern () steht,
bezeichnet eine Familie von aquivalenten Richtungen. Ein Zahlentripel, das zwischen
zwei geschwungenen Klammern { } steht, bezeichnet eine Familie von aquivalenten
Ebenen.

In einem (sc)-Kristall etwa sind die Richtungen [100],[010],[001] 4quivalent und kon-
nen durch (100) ausgedriickt werden.

In einem (fec)-Kristall sind die Wirfeloberflachen (100), (010), (001), (100), (010)
und (001) dquivalent und konnen alle durch {100} ausgedriickt werden. Wie man
sieht, kann dies durchaus zur Reduktion von Schreibarbeit fiithren.

Auch Wigner-Seitz-Zellen kann man durch hkl-Ebenen beschreiben. Im folgenden
Bild einer (bcc)-Wigner-Seitz-Zelle etwa sind die Ebenen (111), (111), (111), (111)

aquivalent.

<010 >

Abbildung 2.15: Aquivalente Ebenen der (bcc)-Wigner-Seitz-Zelle

2.5 Symmetrien

Symmetrien spielen in Kristallen eine sehr wichtige Rolle und gehoren auch zu den
entscheidenden Eigenschaften, die Kristalle besitzen. Zu den wichtigsten Symmetri-
en gehoren die Rotation, die Spiegelung und die Inversion. (Inversion bedeutet den
Ubergang von x — -x, von y — -y und von z — -z).

Zwar kann man Kristalle auch aufgrund ihres Bravais-Gitters einteilen, doch in der
Praxis werden sie auf ihre Symmetrieeigenschaften hin untersucht und kategorisiert.
Da auch die Bravaisgitter Symmetrien aufweisen, kann man durch die Kenntnis der
Symmetrie eines Kristalls, diesen einem bestimmten Bravaisgitter zuweisen. Stim-
men zwei verschiedene Kristalle in allen Symmetrien iiberein, werden sie derselben
Gruppe zugeordnet. Insgesamt gibt es 230 sogenannte Raumgruppen.

Eine spezielle Form der Raumgruppen sind die Punktgruppen. Das sind diejeni-
gen Gruppen, bei denen es mindestens einen Punkt gibt, der sich bei Anwendung
der Symmetrieoperationen nicht bewegt. Es gibt 32 solcher Punktgruppen und je-
de weist Rotation, Spiegelung und Inversion als Symmetrieoperationen auf. Diese
Symmetrieoperationen, bei denen ein Punkt unbewegt bleibt, kénnen durch eine
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3x3-Matrix ausgedriickt werden.

Beispiel: Rotationssymmetrie
Eine Rotation kann mit den Rotationsmatrizen R, , . wie folgt dargestellt werden:

x 1 0 0 x
Y| =10 cosa sina| |y (2.2)
Z 0 —sina cosa z
Ry
cosae 0 sina cosae —sina 0
R, = 0 1 0 R,=|sina cosa 0 (2.3)
—sina 0 cosa 0 0 1

Wenn man einen (sc)-Kristall um 90° dreht, so erhdlt man wiederum denselben
Kristall. Natiirlich erhédlt man auch bei einer Rotation um 180° wieder denselben
Kristall. Dabei kann man eine 180°-Drehung auch als zweimal nacheinander ausge-
fithrte 90°-Drehung ausdriicken. Die Matrix, die die 180°-Drehung ausdriickt, erhalt
man also aus der Multiplikation zweier Matrizen, die um 90° drehen.

Eine generelle Eigenschaft von Punktgruppen ist es, dass man bei Multiplikation
zweier Matrizen, die zur Punktgruppe gehoren, wiederum eine Matrix erhélt, die
Teil der Gruppe ist.

So kann man durch wiederholtes miteinander multiplizieren alle Matrizen der Punkt-
gruppe erhalten. Dabei erhélt man auch immer die Einheitsmatrix, die Teil jeder
Punktgruppe ist.

Asymmetrische Einheit

Normalerweise baut man einen Kristall aus der Elementarzelle auf. Durch Transla-
tion kann man diese an alle Gitterpunkte des Kristalls setzen und erhalt dadurch
die komplette Kristallstruktur. Wenn man die Symmetrie eines Kristalls ausnutzt,
so geniigt es aber, einen noch geringeren Teil als die Elementarzelle zu kennen, da
man sich die Elementarzelle aus den Symmetrieeigenschaften des Kristalls aufbau-
en kann. Diesen kleinsten zur Erzeugung des Kristalls notwendigen Teil nennt man

asymmetrische Einheit. Am besten verdeutlicht man sich das mit den Pfeilen in
Abb. 2.16.

Eine primitive Elementarzelle wiirde aus einem roten und einem schwarzen Pfeil, die
aufrecht stehen, und einem roten und einem schwarzen Pfeil, die umgedreht sind,
bestehen - insgesamt also aus vier Pfeilen (im Bild gelb eingerahmt). Man erkennt
aber, dass es moglich ist, die umgekehrten Pfeile durch Symmetrietransformationen
aus den aufrecht stehenden Pfeilen zu erstellen (im Bild rot eingerahmt).

Ein roter zusammen mit einem schwarzen Pfeil stellen hier also die asymmetrische
Einheit dar.
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Abbildung 2.16: Die asymmetrische Einheit am Beispiel der Pfeile

Die Vorgehensweise beschreibt nochmals das folgende Bild (Abb. 2.17):

o®

o® Space group =  o@

asymmetric unit
basis of the unit cell

e o o o o. o‘ e® o°
s & 8 0%00 ©%00°00®
e o o o _0o® °°.o o230 Qe
.. = .. ........
. o®, o°
basis P ° @ ® .:. .:. .:. .:.
Bravais lattice Crystal

Abbildung 2.17: Vorgehensweise zur Erstellung der Kristallstruktur durch die asym-
metrische Einheit und Anwendung der Symmetrieeigenschaften: Zuerst bildet man
aus der asymmetrischen Einheit durch Anwendung der Symmetrieeigenschaften der
entsprechenden Raumgruppe (space group) die Basis. Danach folgt wieder das Sche-
ma: Basis + Gitter = Kristallstruktur
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2.6 Beispiele fiir einfache Kristallstrukturen

2.6.1 (sc), (fcc), (hep) und (bec)

Im Periodensystem der Elemente gibt es nur ein Atom, das eine (sc)-Gitterstruktur
hat, und zwar Polonium. Die (sc)-Struktur ist nicht sehr stabil, da die Atome genau
iibereinanderliegen und somit nicht eine stabile Gleichgewichtsposition einnehmen.

%
&

(sc) (bcc) (fcc)

Abbildung 2.18: Die Strukturen von (sc), (bcc) und (fcc) mit der entsprechenden
Veranschaulichung durch iibereinanderliegende Kugeln, sowie ein Kugelmodell von
(hep); (Quellen: www.nyu.edu, www.hps.cam.ac.uk)

Die (fcc)-Gitterstruktur kommt bei Metallen sehr hiufig vor: Kupfer, Aluminium,
Nickel, Silber und Gold sind nur einige davon. Der Grund fir das hdufige Auftreten
von (fcc) bei Kristallen ist die Richtungsunabhéngigkeit der metallischen Bindung.
In (fcc) hat jedes Atom 12 ndchste Nachbarn, zu denen es gleich starke Bindun-
gen aufbaut. Durch die Menge an néchsten Nachbarn bleibt die Bindung auch noch
stabil, wenn ein oder zwei Nachbaratome aus dem Gitter gerissen werden. Dadurch
erklart sich die hohe Festigkeit von Metallen.

Auch in der (hcp)-Struktur hat jedes Atom 12 néchste Nachbarn. Auflerdem hat
(hep) mit 74% dieselbe Packungsdichte wie (fec), was der dichtesten Kugelpackung
entspricht. Deshalb gibt es auch viele Metalle mit einer (hcp)-Struktur, wie etwa
Magnesium, Beryllium, Titan und Zinn.

Die (bce)-Gitterstruktur kommt bei Metallen immer noch héufig vor, aber nicht
so oft wie (fcc) oder (hep). In (bee) hat jedes Atom 8 néchste Nachbarn und auch
die Packungsdichte ist geringer als bei (fcc) und (hep). Metalle mit (bee)-Struktur
sind unter anderem Wolfram, Natrium und Eisen.
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2.6.2 Diamant

Diamant besteht nur aus Kohlenstoffatomen, die miteinander verbunden sind. Jedes
C-Atom bildet vier Bindungen aus. Bei der Erstellung der primitiven Elementarzelle
muss man bei Diamant vorsichtig sein, da man die verschiedenen Bindungskonfigu-
rationen beachten muss.

Abbildung 2.19: Links das Pfeilmuster zur Veranschaulichung, rechts die konventio-
nelle Elementarzelle von Diamant (Quelle: Wikipedia - Diamantstruktur)

Das linke Bild mit den Pfeilen ist auch hier eine gute Veranschaulichung fir die
Verhéltnisse in Diamant. Man sieht, dass auf dem Bild schwarze und rote Pfeile ab-
gebildet sind, die abwechselnd mit dem Kopf nach oben und dem Kopf nach unten
angeordnet sind (s. auch Kap. 2.5). Die primitive Elementarzelle besteht in diesem
Fall nicht aus nur einem schwarzen und nur einem rotem Pfeil, da die nachste Reihe
nicht durch Translation der beiden Pfeile, sondern um Drehung um 180° erzeugt
wird. Eine primitive Elementarzelle ist aber als Elementarbaustein des Gitters defi-
niert, aus dem man das gesamte Gitter rein durch Translation erhalten kann.
Daher muss man zur primitiven Elementarzelle der Pfeile also noch zwei auf den
Kopf gestellte Pfeile hinzunehmen (Abb. 2.20).

Wenn man nun diese vier Pfeile mit ihren Umrissen als Elementarzelle verwenden
wiirde, ergidbe dies eine sehr komplizierte Struktur. Einfacher ist es, wenn man ei-
ne rechteckige Elementarzelle verwendet und dabei in Kauf nimmt, dass die Pfeile
mitten durchgeschnitten werden (s. griin umrahmte Elementarzelle).

Ein dhnliches Phanomen gibt es auch bei Diamant:

Jedes C-Atom bildet vier Bindungen zu seinen Nachbarn aus. Wenn man sich die
Atome in Abb. 2.21 aber genauer anschaut, erkennt man, dass es fiir ein Atom zwei
verschiedene Richtungskonfigurationen zur Ausbildung der Bindungen gibt.

Es gibt also zwei verschiedene Bindungskonfigurationen, die nicht durch Translation,
sondern nur durch Rotation ineinander iibergefithrt werden kénnen. Die primitive
Elementarzelle von Diamant kann also nur unter Beriicksichtigung der Bindungen
richtig erstellt werden.

Wie bei den Pfeilen verwendet man anschliefend eine einfachere Elementarzellen-
form (kubisch) und nimmt dafiir eine etwas komplizierter aussehende Struktur im
Inneren der Elementarzelle in Kauf.
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Abbildung 2.20: Primitive Elementarzelle des Pfeilmusters (gelb umrahmt), einfa-
chere Elementarzelle (griin umrahmt)

Wenn man nur die Atome einer Sorte betrachtet (also alle mit gleichartiger Bin-
dungskonfiguration), erkennt man, dass die Kristallstruktur von Diamant (fcc) ist.
Die konventionelle Elementarzelle von Diamant enthélt vier Gitterpunkte. (Die Eck-
punkte werden zwischen acht, die Punkte auf den Seitenflichen mit zwei weiteren
Elementarzellen geteilt und es gibt noch zusétzlich vier Gitterpunkte, die ganz im
Inneren der Elementarzelle liegen - es darf aber nur jedes zweite Atom gezahlt wer-
den, da fiir die Bestimmung der Elementarzelle immer nur eine Atomsorte verwendet
wird. Vgl. 2.6.4)

Abbildung 2.21: Linkes Bild: Alle gelb eingerahmten Atome formen gleichartige Bin-
dungen. Auch alle rot eingerahmten Atome formen dieselben Bindungen, die sich
aber in den Bindungsrichtungen von den gelb eingerahmten Atome unterscheiden.
(Die nicht-eingerahmten Atome kann man auch einer der beiden Arten zuordnen).
Rechtes Bild: Die Diamantatome bilden einen Tetraeder.

Im rechten Bild in Abb. 2.21 ist ein C-Atom mit seinen vier Bindungsatomen abge-
bildet. Die Bindungsatome bilden einen Tetraeder.
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2.6.3 Zementit - FesC

Da es eine Vielzahl von Kristallen mit verschiedenen Eigenschaften gibt, wurden im
Laufe der Zeit grofle Datenbanken tiber Kristalle angelegt. Um diese Angaben auch
richtig zu lesen konnen, wollen wir sie uns fir Zementit anschauen (s. Abb. 2.22):

cell 5.09000 6.74800 4.52300 90.000 90.000 20.000
natom 3

Fe1 26 0.18600 0.06300 0.32800

Fe2 26 0.03600 0.25000 0.85200

C 6 0.82000 0.25000 0.45000

rgnr 62

Cohenite (Cementite)} Fe3 C

i *®
\
@

Asymmetrische Einheit

Elementarzelle

Abbildung 2.22: Links oben die Angaben aus der Datenbank, darunter die asymme-
trische Einheit von Zementit; rechts die Elementarzelle von Zementit

In der ersten Zeile werden zuerst die Grofen der Elementarzelle (in A) angegeben.
Anschlielend folgen die Winkelangaben der Elementarzelle. Die Elementarzelle von
Zementit ist also orthorhombisch (alle Winkel 90°, alle Seiten ungleich lang).

Die zweite Zeile gibt an, wie viele Atome sich in der asymmetrischen Einheit befin-
den.

In der nichsten Zeile steht zuerst das chemische Symbol des ersten der beteiligten
Atome und anschlieBend seine Ordnungszahl (hier: Fel 26). Die ndchsten drei Zah-
len geben an, wo sich das Atom innerhalb der Elementarzelle befindet. Diese Zahlen
erhalt man, indem man die Koordinaten der Lage des jeweiligen Atoms durch die
GroBe der Elementarzelle dividiert, weshalb sich immer Zahlen zwischen 0 und 1
ergeben. So bedeutet beispielsweise 0 0 0, dass sich das Atom im Ursprung befindet
und 0.5 0.5 0.5, dass es sich genau in der Mitte der Elementarzelle befindet.

Die weiteren Zeilen geben dasselbe fiir alle weiteren Atome der asymmetrischen Ein-
heit an.

rgnr 62 (rgnr fir Raumgruppennummer) gibt die Raumgruppe des Kristallgitters
an. Damit kann man aus der asymmetrischen Einheit durch Anwendung aller Sym-
metrieoperationen dieser Gruppe die Elementarzelle erhalten.

Die letzte Zeile gibt noch den Namen und die chemische Formel des Kristalls an.
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2.6.4 Natriumchlorid und Perowskit

Die Atome in Natriumchlorid gehen ionische Verbindungen mit der jeweils anderen
Atomsorte ein. Wie man in Abb. 4.2 links erkennen kann, formt NaCl eine Kris-
tallstruktur aus. Um das Bravaisgitter einer Struktur mit verschiedenen Atomen
zu ermitteln, betrachtet man immer nur eine Sorte von Atomen. Hier ist es am
einfachsten, die blauen Atome zu betrachten. Dabei erkennt man, dass NaCl eine
(fce)-Struktur ausbildet, sowohl fiir die Natrium- als auch fiir die Chlor-Atome.

Perowskite besitzen ein (sc)-Kristallgitter. Eine Reihe von Stoffen mit interessanten

SrTiO,
LiNbO,
BaTiO,
Pb,Zr,, TiO,

Natriumchlorid . Perowskit

Abbildung 2.23: Die Kristallstruktur von Natriumchlorid und Perowskit

Eigenschaften sind Perowskite:

Lithiumniobat (LiNbO3) wird in der nicht-linearen Optik zur Frequenzverdopplung
verwendet: Wenn ein Laser mit rotem Licht auf ihn eingestrahlt wird, so ist der Aus-
trittsstrahl blau (s. Kap 9). Bariumtitanat (BaTiO3) ist ein ferroelektrischer Stoff,
d.h. es tritt spontane elektrische Polarisation in ihm auf (dhnlich zu ferromagneti-
schen Stoffen). Pb,Zi;_,TiOj3 ist piezoelektrisch und wird z.B. zur Funkenerzeugung
in piezolektrischen Feuerzeugen oder in Laserdruckern verwendet.

Wir wollen uns in Abb. 4.2 rechts am Beispiel von Bariumtitanat kurz die Struktur
anschauen:

Die grauen Atome in den Ecke sind Barium, das griine Atom in der Mitte ist Ti-
tan und die roten Atome sind Sauerstoff. In der Elementarzelle befindet sich ein
Barium-Atom (8 - § = 1), ein Titan-Atom und drei Sauerstoff-Atome (6 - & = 3).
Daraus kann man die chemische Formel BaTiOs herleiten.

2.6.5 Zinkblende und Wurtzit

Die Zinkblende-Struktur und die Wurtzit-Struktur erhielten beide ihren Namen aus
dem Zinnsulfid, das sowohl in der Zinkblende-Struktur als auch in der Wurtzit-
Struktur kristallisiert. Zinkblende weist ein (fcc)-Gitter auf und diese Struktur findet
sich z.B. beim Halbleiter Galliumarsenid. Wurtzit andererseits weist ein (hep)-Gitter
auf und diese Struktur zeigt sich etwa bei Zinkoxid oder Cadmiumsulfid.
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Abbildung 2.24: Linkes Bild: Zinkblende, rechtes Bild: Wurtzit

2.6.6 Quarz

Quarz (Si02) kann amorph als Glas verwendet werden, wenn man ihn aber erhitzt
und langsam abkiihlt, bildet er eine Kristallstruktur aus. Quarz ist ein Isolator und
piezoelektrisch.

Abbildung 2.25: Quarz

Fazit und Ausblick

Die hier beschriebenen Materialien haben vielfdltige Eigenschaften, die man nicht
allein durch die Kristallstruktur erklaren kann. So bilden Metalle zwar haufig ein
(fce)-Gitter, aber auch der Halbleiter Galliumarsenid besitzt ein (fcc)-Gitter.
Durch die Gitterstruktur eines Materials kann man daher viele Eigenschaften noch
nicht erkléren, da diese vor allem durch die Bewegung der Elektronen im Festkorper
bestimmt werden. Deshalb werden wir uns nun naher mit den Elektronen als Welle
und anschlieend auch als Teilchen auseinandersetzen.
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Abbildung 2.26: Die Kristallstrukturen der Elemente im Periodensystem im Uber-

blick
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Kapitel 3

Beugung am Kristallgitter
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3.1 Einleitung

In diesem Kapitel mochten wir versuchen die Kristallstruktur einer Probe zu unter-
suchen. Allgemein kénnen erste Informationen iiber die Kristallstrukturen mit Hilfe
von hochauflésenden Mikroskopen gewonnen werden.

Rastertunnelmikroskop:

Beim Rastertunnelmikroskop wird eine feine Nadel wenige Nanometer tiber die zu
untersuchenden Oberflache gefithrt und der dabei auftretende Tunnelstrom gemes-
sen. Da dieser proportional zum Abstand ist konnen damit sehr kleine Hohenunter-
schiede an der Oberfliche gemessen werden.

Feldionenmikroskop:

Bei diesem Mikroskop werden sehr feine Spitzen des zu untersuchenden Materials
hergestellt und in einer edelgasgefiillten Detektorkammer platziert. Nach anlegen
einer hohen positiven Spannung werden Gasmolekiile ionisiert, von der Spitze abge-
stoflen und anschlieBend detektiert. Die Auflosung ist hier von der Kriitmmung der
Spitze abhangig.

Transmissionselektronenmikroskop:

Grob beschrieben wird hier eine sehr diinne Probe mit stark beschleunigten Elek-
tronen beschossen und anschliefend die Austrittselektronen auf einer fotografischen
Platte oder auf CCD Elementen sichtbar gemacht.

Alle diese Verfahren geben uns nur Bilder der Oberfliche unserer Kristalle. Aller-
dings entstehen schon beim Herstellen solcher Oberflaichen, daher beim Schneiden
durch Kristallebenen unerwiinschte Nebeneffekte, da sich die gelosten Bindungen
der Atome umarrangieren. Deswegen untersuchen wir Kristalle meist mit Rontgen-
strahlung und versuchen den entstehenden Beugungsbildern Kristallstrukturen zu-
zuordnen. Genau hiermit soll sich das folgende Kapitel beschéftigen.

3.2 Streutheorien

Es gibt zwei groflere Streutheorien auf diesem Gebiet, die dynamische und die kine-
tische Streutheorie:

Die dynamische Streutheorie ist die dltere und umfassendere der beiden Theori-
en. Prinzipiell behandelt sie das Eintreten der ebenen Welle in ein periodisches
Gitter. Im Gitter werden die Atome und Elektronen angeregt und emittieren an-
schliefend selber wieder eine Kugelwelle. Die Ausbreitung der Wellen mufl dann in
einem Medium mit periodischen dielektrischen Konstanten betrachtet und mittels
der Maxwell-Gleichungen gelost werden. Diese Rechnung ist meist nahezu unmog-
lich durchzufithren, allerdings kénnen mithilfe dieser Theorie etwaige Phénomene
erklart werden. Diese Theorie wird weiters nur bei annahernd perfekten Kristallen
benotigt.
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Die kinetische Streutheorie hingegen ist wesentlich einfacher durchzufiihren und sagt
aus, dass jeglicher Beugungseffekt unabhangig von allen anderen passiert. Sehr gut
geeignet ist sie auch zur Beschreibung von Strahlung die sehr wenig mit der Mate-
rie wechselwirkt (Neutronen, Rontgenstrahlung). Da auch die meisten Kristalle aus
vielen kleinen Kristallmosaiken bestehen, geniigen auch meistens nur kleine "Kris-
tallpartitionen"der Braggbedingung, was groBe Uberlagerungseffekte wie sie die dy-
namische Streutheorie behandelt, unterbindet. In den nachsten Kapiteln werden wir
uns also hauptsachlich mit der kinetischen Streutheorie beschaftigen.

3.3 Doppelspaltexperiment

Das Doppelspaltexperiment soll den Wellen-Teilchen-Dualismus demonstrieren.

) ) constructive dy=d, + n
Double slit experiment destructive d;=d, + (n+4)%.

wave source

—

two slits Seroen

Abbildung 3.1: Doppelspaltexperiment schematisch dargestellt (Lecture Oct.21)

Man hat eine monochromatische Quelle, die verschiedene Wellen/Teilchen aussen-
den kann. Nachdem die Quelle eingeschaltet wurde, sendet diese nach dem Prinzip
von Huygen eine Kugelwelle aus. Diese Kugelwelle trifft nun auf die Platte mit zwei
Spalten und so entsteht nach dieser Platte bei jedem Spalt eine Kugelwelle. Diese
beiden Wellen interferieren genau so, dass konstruktive Interferenz auftritt wenn
dy = dy + nA und destruktive Interferenz wenn dy = dy + (n + %))\ ist. Dieses Ex-
periment lésst sich, wie oben schon ersichtlich, nicht nur mit Wellen durchfiihren,
sondern auch mit Teilchen, wie z.B. Elektronen. Obwohl nur ein einziges Teilchen
jeweils ausgesendet wird, interferiert dieses mit sich selbst und so entsteht ein Inter-
ferenzmuster, aufgebaut aus einzelnen Teilchen. Der Detektor (z.B. eine Fotoplatte)
kann jeweils nur Teilchen als gesamtes und nie eine Welle registrieren. So baut sich
ein Interferenzmuster langsam aus einzelnen Teilchen auf, wie es in Abbildung 3.2
zu sehen ist.

Aus diesem Experiment kann man nun schlielen:

Alles breitet sich wie eine Welle aus, jedoch der Austausch von Energie
und Impuls erfolgt wie bei einem Teilchen.

Die Energie der Welle ist dabei F = hv und der Impuls ist p = h/\.
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Abbildung 3.2: Ergebnisse eines Doppelspaltexperiments
(Wikipedia: Doppelspaltexperiment, Stand 07.03.2010)

Gegentiberstellung von Wellen und der jeweilig zugehorigen Teilchenart:

Welle ‘ Teilchen
Licht Photon
Schall Phonon
Elektronen-Welle Elektron
Neutronen-Welle Neutron
Positronen-Welle Positron
Helium-Welle Helium Atom
Plasma-Welle Plasmon

3.4 Bragg Reflexion

Man kann Kristallstrukturen durch Beugung von eintretenden Strahlen analysieren.
Dabei ist es wichtig, dass die Wellenldnge der zu beugenden Welle in der Gréfenord-
nung der Gitterkonstante ist, da sonst nur eine elastische Streuung zustande kommt.
William Lawrence Bragg fand eine einfache Erklarung fiir die gebeugten Strahlen
an einem Kristall. Dabei wollen wir wie in Abb. 3.3 zwei Netzebenen betrachten,
die im Abstand d auseinander liegen. Wichtig bei dieser Betrachtung ist auch, dass
Einfallswinkel 6 gleich Ausfallswinkel 6 ist.

Abbildung 3.3: Darstellung der Bragg Reflexion an zwei Netzebenen
(Wikipedia: Bragg-Gleichung, Stand 07.03.2010)
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Der Wegunterschied der Strahlen, die von zwei aufeinanderfolgenden Netzebenen
reflektiert werden, ist gegeben durch 2. = 2-d-sin 0, wobei 6 der Winkel zwischen
der Netzebene und der Einfallsrichtung ist. Konstruktive Interferenz tritt genau dann
auf, wenn dieser Wegunterschied ein ganzzahliges Vielfaches n von der Wellenlange
A ist. Somit lautet die Bragg-Bedingung;:

[2dsinf = n)\| (3.1)

Somit ist auch ersichtlich, dass die Bragg-Reflexion nur ab einer Wellenldnge von
A < 2d auftritt.

Bragg’s Gesetz kann in Verbindung mit folgender Beziehung fiir kubische Gitter:

a
EY RS RN (32)

<A>2 _sin*(6) _ (3.3)

a)] TR R
umgeformt werden. Mit den Miller Indizes h k1.

zu

Weiters lassen sich fiir verschiedene Gittertypen Regeln beziiglich der Reflexion ab-
leiten:

Bravais Gitter ‘ erlaubte Reflexionen ‘ verbotene Reflexionen ‘
Simple cubic alle h k 1
Body-centered cubic h + k + [ gerade h + k + [ ungerade
Face-centered cubic | h, k, 1 alle gerade V ungerade sonst
Diamond F.C.C. alle: g Vug Ah+k+1=4n sonst
Triangular lattice 1 gerade, h + 2k # 3n sonst

Da allerdings nicht jede Ebene perfekt spiegelnd ist und der eintretende Strahl von
den ersten 10% bis 10° Netzebenen reflektiert wird, setzt sich der reflektierte Strahl
aus mehreren aufaddierten Phasenverschiebungen zusammen. Somit ergibt sich nur
fiir bestimmte Wellenldngen eine Austrittsstrahlung. Auf diese Weise kommen bei
einem Monochromator bei bestimmten Winkeln kristallspezifische Peaks fiir bestim-
me Gitterebenen zustande. Wiirde die erste Ebene perfekt reflektieren wiirde auch
jede beliebige Wellenlédnge reflektiert werden. Auch sollte beachtet werden, dass das
Bragg-Gesetz sich nicht auf die Basis (jedem Gitterpunkt wird eine Basis, also 1
Atom X hier plus x Atome Y in Richtungen ...) bezieht.
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3.5 Fourieranalyse

Viele Eigenschaften eines Kristalls treten periodisch auf, wie zum Beispiel:
» FElektronendichte
o Massendichte
e Spin-Dichte
o Dielektrische Konstante
o Potential das von Elektronen gesehen wird

Sie sind somit gegeniiber einer Translation der Form T = nja; + nqas + nsag invari-
ant, wobei n; ganze Zahlen und a; die Gittervektoren sind. Jede periodische Funktion
kann man aber in eine Fourier-Reihe entwickeln und so auch die Elektronendichte
n(r). Spéter werden wir sehen, dass viele wichtige Eigenschaften eines Kristalls mit
den Fourier-Koeffizienten der Elektronendichte zusammenhéngen.

Die Elektronendichte ist unabhangig von einer Translation:

n(r+T) = n(r) (3.4)

w(x)

X

Abbildung 3.4: Darstellung einer periodischen Funktion mit der Periode a (Lecture
Oct23)

Zuerst wollen wir eine eindimensionale Funktion mit der Periodizitat a in einer
Fourier-Reihe entwickeln:

n(x) = 2 [C,, cos (2mpx/a) 4+ S, sin (2mpz/a)) (3.5)

Der Faktor 2{ dient dazu, dass die Funktion n(z) die Periodizitat a aufweist. C,
und S, sind reelle Konstanten und p ganze positive Zahlen
Nun kann man Sinus und Cosinus auch mittels der Exponentialfunktion darstellen:

eiz _ efix eiw + efi:r
sing = ——— COST = ———— 3.6
inx 5 x 5 (3.6)
Man kann somit (3.5) in eine kompaktere Form bringen.

n(z)= Y nye™ mit k = %p (3.7)

p=—00
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Bei dieser kompakten Form sind jedoch nun die Koeffizienten n, komplexe Zahlen.
Damit aber n(z) eine reelle Funktion bleibt, fordern wir:

nt, =n, (3.8)

Der Stern bei n* , bedeutet die komplexe Konjugation von n_,,.

Sei 2%” ein Punkt im reziproken Gitter dann gibt uns (3.7) die erlaubten Terme in
der Fourierreihe.

Inversion der Fourier-Reihe

Die Fourier-Koeffizienten sind gegeben durch:

a . 9
n,=a"' /n(a:)e_““dm mit k = D (3.9)
0

Dies kann man beweisen durch Einsetzen von n(x) aus Gl (3.7) in Gl (3.9):

n,=a" Zlnp/ /n(x) exp[—i27(p — p')x/aldx (3.10)

Wie man leicht tiberpriifen kann, hat das Integral bei p # p’ den Wert 0 und bei
p = p den Wert a, da e = 1 ist. Somit kann man das Integral auch als eine
Deltafunktion ad,, auffassen.

n,=a"'Y nyadyy =a 'nya=n, (3.11)
p/

Fourieranalyse eines Kosinus

AT !

Abbildung 3.5: Fouriertransformation eines Cosinus (Lecture Oct23 09)

(6(k + 27 /a) + 6(k — 27 /a))
(3.12)

2 ) i2nz/a —i27z/a ) 1
/COS (77:1;) e Ry = / ¢ te ey = =
a 2 2

Betrachten wir nun mehrere Kosinusse wie in Abb. 3.6 links gezeigt, sehen wir das
im periodischen Fall sich die Peaks an den Ortspunkten koharant aufaddieren. Das
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heifit, wir sehen konstruktive Interferenz an den Gitterpunkten und destruktive In-
terferenz zwischen den Gitterpunkten. Wenn wir unsere Fourierreihe weiter laufen
lassen wiirden, wiirden die Peaks im Ortstraum auch zu -Funktionen werden. Recht-
erhand sehen wir wieder die Fourierkoeffizienten im Abstand %’T Die Hohe der Peaks
wachst im Fourierraum sowie im Ortsraum mit der Anzahl der Kosinusse, also mit
der Zahl der Orts und Wellenwerte die iibergeben werden. Das heifit das J-Kémme
im Ortsraum auch J-Kdmme im Fourierraum darstellen. Auf diese Weise lassen sich
hier im eindimensionalen und weiters auch im dreidimensionalen Bravaisgitter ma-
thematisch formulieren.

k=
[Zﬂx] [207[};] a
Cog| — |+ -+ CO8
a [+]

Abbildung 3.6: Fouriertransformation mehrerer Cosinusse (Lecture Oct23 09)

Faltung

Die Faltung ist so definiert:
f@)eg@) = [ ) gl — a')da (3.13)

Die Fouriertransformation einer Faltung von zwei Funktionen ist die Multiplikation
dieser beiden Funktionen im Fourier-Raum.

f(@)* g(x) — F(k) - G(k) (3.14)

Beweis siehe Analysis 3 Skriptum.

Fouriertransformation einer J-Funktion

Die Fouriertransformation einer §-Funktion ist wieder eine §-Funktion (Abb. 3.7).

Faltung mit einer /-Funktion

n(z) * 0(z — zo) = / n(x— ') - 0(z' — zo)dr’ = n(x — xg) (3.15)

—00
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—_— 4

27 k

a

Abbildung 3.7: Fouriertransformation einer Deltafunktion (Lecture Oct23)

Die Faltung mit einer Deltafunktion ist hier fiir uns besonders interessant, da sie es
uns recht leicht erméglicht zum Beispiel die Density of States (DOS) der Elektro-
nen einer Einheitszelle auf jeden unserer Gitterpunkte zu projezieren und somit die
Gesamtelektronen-DOS des ganzen Kristalles darzustellen, da unser Bravaisgitter ja
aus lauter J-Funktionen besteht.

Verschiebungs-Theorem

Wenn f(r) eine Funktion ist und F'(k) die Fouriertransformierte davon, so folgt:

f(r+a) — ™ F() (3.16)

3.6 Reziproke Gittervektoren

Wir wollen noch einmal mit der Fourier-Reihe von (3.7) beginnen.

n(z)= > nye*” mit k = %p (3.17)

p=—00

Wie man sieht, gibt k die erlaubten Entwicklungstherme der Fourier-Reihe an. Es
sind keine anderen Punkte erlaubt, da diese nicht mit der Periodizitat a auftreten.
Man nennt deshalb k einen Punkt des reziproken Gitters oder des Fourier-Raumes
des Kristalls. Somit geben die Punkte des reziproken Gitters die erlaubten Entwick-
lungstherme der Fourier-Reihe wie in (3.5), (3.7) oder (3.17) an.

Nun wollen wir aber die Fourier-Reihe ins dreidimensionale erweitern und somit
miissen wir eine Menge von Vektoren G finden, so dass die Funktion n(r) inva-
riant gegeniiber der Verschiebung T ist. So kann man dann die Fourier-Reihe so
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anschreiben:

n(r) = %: ng exp(iG - r) (3.18)

Damit wir die Fourier-Koeffizienten dieser Reihe erhalten, machen wir die Inversion
dieser Fourier-Reihe dhnlich wie in (3.5).

ng =V," / n(r)exp(—iG - r)dV (3.19)
Zelle

Um die Menge von Vektoren von G herauszufinden, gibt es ein etwas abstraktes aber
sehr leistungsfihiges Verfahren, das sehr oft in der Festkorperphysik angewandt wird,
sobald die Fourier-Analyse eine Rolle spielt.

Die Achsvektoren by, by, und bs des reziproken Gitters berechnet man so:

as X ag
b, =2r————
a; A X asg
asg X ap
by = 2r— 2 2 AL (3.20)
a; A X asg
a; X as
by = 21—
a; A X aAsg

Der Faktor 27 wird in der Kristallographie nicht benutzt, erweist sich aber in der
Festkorperphysik als zweckmafBig.

b1, by und bjs sind die primitiven reziproken Gittervektoren, die man aus den
primitiven Vektoren des realen Gitters berechnen kann.
Das Spatprodukt V' = a; - (ay x ag) ist das Volumen der primitiven Einheitszelle
und dient zur Normierung der primitiven reziproken Gittervektoren.
Die Vektoren aus (3.20) stehen jeweils normal auf zwei Vektoren des realen Gitters
und deshalb gilt:

bi - = 27'('51‘]‘ (321)

wobei d;; = 1 wenn ¢ = j und J;; = 0 wenn 7 # j ist.

Die Menge der reziproken Gittervektoren ist nun gegeben durch:
G = Ulbl + Ugbg + U3b3 (322)

v; sind ganze Zahlen.

Wie man zeigen kann, sind G genau die Entwicklungspunkte der Fourier-Reihe aus
(3.18) und somit die reziproken Gittervektoren, da sie die Fourier-Reihe gegentiber
der Translation T = nja; + nsas + nzaz im realen Kristallgitter invariant machen.

n(r+T)=> ngexp(iG-r)exp(iG-T) =Y ngexp(iG-r) =n(r) (3.23)
G — G

=1
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Dass exp(iG - T) = exp(i2m(ving + vang +v3nz)) = 1 ist, kann man leicht beweisen,
da exp(i2mn) = 1 ist, wenn n eine ganze Zahl ist und v;, n; ganze Zahlen sind.

Man kann nun jeder Kristallstruktur zwei Gitter zuordnen: Zum einen das Kristall-
gitter (auch reales Gitter oder direktes Gitter genannt), das ein Gitter im realen
Raum ist und zum anderen das reziproke Gitter, das ein Gitter im Fourier-Raum
darstellt. Das reale Gitter kann mikroskopisch sichtbar gemacht werden, wenn die
Auflésung hinreichend grof} ist, wohingegen das reziproke Gitter das Beugungsbild
eines Kristalls ist. Die beiden Gitter sind iiber die (3.21) miteinander verbunden.
Dadurch wird auch ersichtlich, dass eine Drehung des realen Gitters auch eine Dre-
hung des reziproken Gitters bewirkt. Die Dimension der Vektoren im realen Gitter
ist [Lénge], im reziproken Gitter [Linge™'].

Wellen werden generell im Fourier-Raum dargestellt und konnen so auch als ein
Punkt im Fourier-Raum aufgefasst werden. So wird eine sich ausbreitende Welle
durch ihren k-Vektor mit |k| = 2T beschrieben. Laut de Broglie ist der Impuls die-
ser Welle p = hk.

Somit zeigt sich, dass das reziproke Gitter etwas mit dem Beugungsbild eines Kris-
talls zu tun hat.

Reziprokes Gitter von sc, bee, und fcc

» Das reziproke Gitter von einem orthorhombischen Gitter ist wieder ein orthor-
hombisches Gitter.

o Das reziproke Gitter von einem bcce Gitter ist ein fcc Gitter.

« Das reziproke Gitter von einem fcc Gitter ist ein bee Gitter.

3.7 Beugungsbedingungen

Wir wollen nun eine Welle mit dem Wellenvektor k auf eine Probe schicken. Dabei
betrachten wir zwei Strahlen, die in einem Abstand von r gestreut werden. In Abb.
3.16 ist k der Wellenvektor des einfallenden und k’ der des ausfallenden Strahls.

r-k r-k'

a=— b= (3.24)
K| |
(K -k
Weglangendifferenz: a — b = r(|k|) (3.25)
j— —_— . / —_—
Phasendifferenz: ¢ = o b_ QWM =-r-(k—k)=-Ak-r (3.26)
A k| A —

Ak
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Abbildung 3.8: Streuung des einfallenden Strahls k (Lecture Oct28)

Die Amplitude der gestreuten Welle ist somit:
F = Fy+ Fe ks

Um die gesamte Amplitude der in Richtung k’ gestreuten Welle eines Kristalls zu
erhalten, muss man iiber das gesamte Volumen des Kristalls integrieren. Die Am-
plitude der gestreuten Welle ist proportional der Elektronendichte des Kristalls und
somit konnen wir die Streuamplitude F so berechnen:

F= / n(r) exp(—iAk - r)dV (3.27)

Nun wollen wir die Elektronendichte n(r) in einer Fourier-Reihe entwickeln und in
die Streuamplitude einsetzen.

F = Z/nc; exp[i(G — Ak) - r] (3.28)

Man kann leicht nachpriifen, dass sich die maximale Amplitude genau bei Ak = G
befindet, weil dort sich die Wellen koharent addieren, und dass die Streuamplitude
vernachlassigbar klein wird, sobald Ak nur unwesentlich von G abweicht. Wir erhal-
ten also genau dann Streuung wenn die Differenz der ein- und ausfallenden Wellen
unseren Gittervektoren G entspricht. Somit lautet die erste Form der Beugungs-
bedingung so:

Ak =G (3.29)

Nun wollen wir die Beugungsbedingung auf eine andere Form bringen:

Bei elastischer Streuung bleibt der Impuls sowie die Energie der Teilchen erhalten
und man kann sagen, dass |k| = |k’| sein muss, wie man in Abb. 3.9 sieht. Daraus
ergibt sich folgende Umformung von (3.29):
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Ak=k'-k=G=
k+G=k'=
(k+G)?? =K"= K> = k]’ =k =
K42k -G+ G =k

G

Abbildung 3.9: Darstellung der Beugungsbedingung aus Gl. (3.29) (Lecture Oct28)

Folglich kommt man auf diese Form der Beugungsbedingung;:

2k -G+ G* =0 (3.30)

Da das Gitter periodisch ist und G irgendein reziproker Gittervektor ist, so muss
die Bedingung (3.30) auch fur den reziproken Gittervektor —G gelten und somit
kann man (3.30) so umschreiben:

(3:31)

Diese Beugungsbedingung ist die meistgenutzte Darstellung.

Aus (3.31) kann man auch wieder die Bragg-Bedingung (3.1) herleiten. Der Abstand
d(hkl) steht senkrecht zu G und ist, wie leicht nachzupriifen ist, 27/|G|.

2
d(hkl)

2 2
2% cos(90 — O) = 2% sin® = =

2d(hkl)sin® = A

Der Sinus ergibt sich daraus, dass der Winkel zwischen Ebene und einfallendem
Strahl gemessen wird. Die ganzen Zahlen hkl, die eine Ebene definieren, enthalten
den Faktor n und somit kommt man zur tatsiachlichen Bragg-Gleichung wie in (3.1).
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Laue-Bedingung

Die Laue-Bedingung lautet: Man erhalt genau dann konstruktive Interferenz, wenn
die Anderung des Wellenvektors beim Streuprozess einem reziproken Gittervektor
entspricht. Dies ist gleichbedeutend mit Ak = G.

Wir wollen nun die Beugungsbedingung (3.29) Ak = G mit den primitiven Vektoren
aj, a und ag Skalar multiplizieren und die Eigenschaft (3.21) niitzen. Somit erhalten
wir die Laue-Gleichungen, die sich gut zur geometrischen Interpretation eignen:

aj - Ak = 27TU1 ag - Ak = 2’7TU2 as - Ak = 27T’U3 (332)

Die geometrische Interpretation der Gleichung a; - Ak = 27v; besagt, dass Ak auf
einem Kegelmantel in Richtung a; liegt. Dies muss fiir alle drei Richtungen gelten
und Ak muss somit auf der Schnittlinie dieser drei Kegelméntel liegen. Nach diesem
Prinzip funktioniert auch die Ewald-Konstruktion.

Ewald-Konstruktion

Reflettiertfer Strahl

\

Abbildung 3.10: Konstruktion der Ewald-Kugel (PEP_ Unterlagen.pdf S.4)

Laut Bragg (siche Gl. (3.1)) ist der Sinus des Winkels © zum reziproken Gitterab-

stand d proportional.
A

2dpp

O ist der Ursprung des reziproken Gitters und MO ist die Richtung des Primér-
strahles. Nun kann man eine Kugel mit dem Radius % so einzeichnen, dass O auf
der Kugeloberflache liegt und MO der Radius und M der Mittelpunkt der Kugel ist.
P ist ein weiterer Punkt des reziproken Gitters, der auf der Kugeloberfliche liegt

und somit ist die Strecke OP dann gleich ﬁ.

sin @hkl =

64



Die Strecke MN ist die Senkrechte auf die Strecke OP und damit ist ON gleich #
Im Dreieck MON gilt dann:

ON
OM
Das heifit aber wiederum, dass der Winkel OMN gleich dem Winkel © ist und MP die
Richtung des reflektierten Strahles darstellt, da einfallender und reflektierter Strahl
den Winkel 2 © einschlieflen. So ist es mit Hilfe der Ewaldschen Kugel nun moglich,

im reziproken Gitter sdmtliche Reflexionen bei gegebenen Versuchsbedingungen zu
konstruieren.

sin(ZOMN) =

Um sich der Bedeutung der Ewaldkonstruktion und der Beugungsbedingung wirk-
lich klar zu werden, sei hier auf Abb. 3.11 hingewiesen. Hier sei vom Ausgangspunkt
A ein Kreis mit dem Radius ¢k¢ eingezeichnet. Bei elastischer Reflexion, dndert sich
zwar die Richtung von k, nicht jedoch der Betrag. Um also unserer Lauebedingung
(3.1) zu geniigen missen unsere k& Vektoren also genau auf Gitterpunkte unseres
reziproken Gitters zeigen um konstruktive Interferenz zu erzeugen. Denn nur wenn
dies der Fall ist entspricht unser Ak dem Gittervektor G der ja unser reziprokes
Gitter aufspannt!

Weiters kann man hier auch deutlich sehen, dass nur Wellen einer kleinen Wellen-
lange A\, mit k& = % also einer groffen Wellenzahl, diese Forderung erfiillen kénnen.
Andere, wie sichtbares Licht, mit zu kleiner Wellenzahl kénnen die nichsten Gitter-
punkte nicht erreichen und werden demnach auch nicht am Kristall gebeugt.

A S S S S S Y S S B R

[ LT T TN foff) |/
A///M////

////N///////////
[/ 3771

AV EYEY Y Y Y YA AN A Y Y AV Y|
Abbildung 3.11: Ewaldkugel (Wiki)
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3.8 Brillouin-Zonen

Der Begriff der Brillouin-Zonen ist ein haufiger Begriff in der Festkorperphysik und
wird euch durch die gesamte Vorlesung begleiten. So wird er bei Beugungsbedin-
gungen und Dispersionsrelationen und Eigenschaften von Kristallen immer wieder
vorkommen.

Konstruiert wird die Brillouin-Zone wie die Wignerseitzzelle in Abb. 2.6 aus dem
vorigen Kapitel, angewandt im reziproken Gitter. Also befinden wir uns nunmehr
im Wellenraum und nicht mehr im Ortsraum, da hier eine einfache mathemati-
sche Formulierung und Darsellung der Beugungsbedingunen moglich ist. Die erste
Brillouin-Zone ist die zentrale Zelle im reziproken Gitter und spielt in der Festkor-
pertheorie eine besondere Rolle. Die Definition der ersten Brillouin-Zone laut Kittel
ist: Die erste Brillouin-Zone ist das kleinste Volumen, das vollstindig von der Ebene
eingeschlossen wird, die die vom Ursprung aus gezeichneten reziproken Gittervekto-
ren in der Mitte senkrecht schneiden.|2]

Zweite, dritte und n-te Brillouin-Zonen sind jene zwischen den n-ten und (n + 1)-
ten Braggflichen. Sie schlieflen alle das gleiche Volumen ein, werden jedoch selten
verwendet. Oft wird auch nur Brillouin-Zone fir die erste Brillouin-Zone in der Li-
teratur verwendet.

Um die Brillouin-Bedingung zu erhalten dividieren wir (3.31) durch 4 und erhalten

somit:
s (8)=(9)

Nun folgt die geometrische Interpretation:

Abbildung 3.12: Darstellung der Brillouin-Ebenen mit eingezeichneten Wellenvek-
toren. [2]
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Wir definieren den Punkt O so, dass er in der Mitte des reziproken Gitters liegt. Der
Vektor G¢ verbindet somit die Punkte OC, so wie der Vektor Gp die Punkte OG
verbindet. Die beiden Mittelsenkrechten (weif§ gezeichnet) der Vektoren G¢ und Gp
sind somit die Grenzen der Brillouin-Zone. Jeder Vektor der nun vom Nullpunkt bis
zu einer dieser Ebenen geht, wie z.B. der Vektor k¢, erfiillt die Beugungsbedingung
(3.33). Somit schliefit die Brillouin-Zone alle Wellenvektoren k ein, die vom Kristall
reflektiert werden konnen.

Abbildung 3.13: Darstellung der ersten Brillouin-Zone. [2]

Symmetrien in der Brillouin-Zone

Hier soll noch kurz gezeigt werden, wo Symmetrien in der Brillouin-Zone vorkom-
men und wo diese in der Festkorperphysik auftreten und genutzt werden. In Abb.
3.14 sehen wir im linken Teil die Brillouin-Zone eines bbc Gitters und darin einge-
zeichnet die hochsymmetrischen Richtungen, also jene die bei Rotation etc. immer
wieder auftreten. Ausgehend vom Gitterpunkt I zu verschiedenen Punkten auf der
Oberflache. Auf der rechten Seite eine Dispersionsrelation von Phononen, die uns
zeigt, wie sich die Aufteilung der Phononenzustédnde entlang der Richtungen in der
Brillouin-Zone verhaltet. Mittels so einer Dispersionsrelation fiir Phonenen, Elek-
tronen etc. kann viel tiber die anisotropen Eigenschaften der Kristalle ausgesagt
werden.

L]
K-Rvam Koorainaten

Abbildung 3.14: links: Brillouin-Zone mit symmetrischen Richtungen; rechts:
Phononendispersionsrelation mittels Nextnearestneighbour approximation (lecture
22/11/10).
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Erste Brillouin-Zone von sc, bcec und fcc

Wie wir in Kapitel 3.6 sahen, sind die Gitterstrukturen bece und fec jeweils vertauscht
im reziproken und realen Raum. Damit ist die erste Brillouin-Zone von bce dhnlich
zur Wigner-Weitz-Zelle von fcc und umgekehrt.

sc bee fee
Abbildung 3.15: Darstellung der ersten Brillouin-Zone fiir sc, bee und fee Gitter
(Lecture Nov4).

3.9 Strukturfaktoren

Wir wollen uns nun wieder der Streuamplitude und (3.27) zuwenden, wobei die
Bedingung Ak = G von (3.29) gilt. Wir wollen nun einen Kristall mit N Zellen
betrachten. Die Streuamplitude betragt somit:

Fe=N / n(r) exp(—iG - r)dV = NS¢ (3.34)

Zelle

Der Faktor Sg wird als Strukturfaktor bezeichnet. Wenn man fiir n(r) wieder
die Fourier -Koeffizienten einsetzt, so erhilt man fiir die Streuamplitude Fg =
NVzeeng. Somit wird auch klar, dass wenn man in einem Streuexperiment, z.B.
mit Rontgenstrahlung, die Intensitit = |Fg|? misst, dass man damit die Amplitu-
den der Fourier-Koeffizienten ng bestimmen kann.

Nun wollen wir noch berticksichtigen, dass sich die gesamte Elektronendichte n(r)
aus den sich iiberlagernden Elektronendichten aller Atomen dieser Zelle zusammen-
setzt. Daher definieren wir n;(r — r;) als die Elektronendichte des j-ten Atoms, die
auf den Punkt r wirkt. r; ist dabei der Vektor, der auf die Mitte des Atoms zeigt.
So konnen wir die gesamte Elektronenkonzentration der Zelle anschreiben:

n(r) = i:lnj(r —r;) (3.35)

In die Formel (3.34) des Strukturfaktors konnen wir somit diese Elektronenkonzen-
tration einsetzen.
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S = Z/nj(r —r;) exp(—iG - r)dV (3.36)

= >_exp(—iG - 1;) / n;(p) exp(—iG - p)dV (3.37)

mit p=r1r —r1;

Wir definieren den Atomformfaktor daher so:

fi = [ ni(p) exp(~iG - p)av (3.38)

f; ist eine atomare Eigenschaft, da n;(p) eine atomare Eigenschaft ist. Der Atom-
formfaktor ist die Fouriertransformation der Elektronenkonzentration eines Atoms.

Wir wollen nun die Gl. (3.38) in die Gl. (3.36) einsetzen und erhalten somit den
Strukturfaktor der Basis:

Se = Z fiexp(—iG - r;) (3.39)

Wenn man nun die Struktur eines Stoffes herausfinden will, so misst man die Inten-
sitdt der Beugungsmaximas. Danach versucht man die Atompositionen zu erahnen
und mit Hilfe der Atomformfaktoren eine Elektronendichte zu errechnen, die zu dem
gemessenen Beugungsbild passt. Somit hat man die Struktur des Kristalls gefunden.

Auf dieser Webseite http://it.iucr.org/Cb/ch403v0001 /sec40302/ kann man die Atom-

formfaktoren verschiedener Atome nachsehen.

Beispiel: Strukturfaktor von bcc

Wir wollen nun die Strukturfaktoren fir ein bce-Gitter berechnen indem wir die
Basis fiir bee in (3.36) einsetzen. Die Basis von bee auf die kubische Einheitszelle
bezogen ist 0,0,0 und %, L % Setzt man dies fiir r in (3.36) ein so erhdlt man:

b, - b, - bs -
S(vy,v9,v3) = f [1+exp (—i (Ul 12 4 +U2 22 22 +v3 Z ag)ﬂ (3.40)

ol

Fir b; - a; konnen wir wieder die Beziehung aus (3.21) niitzen und erhalten:

S(v1,v9,v3) = f[1 4 exp(—im(vy + vo + v3))] (3.41)
Wir erhalten fiir den Strukturfaktor:
S=0 fir wv; + vy + vy = ungerade

S =2f fir v+ vy + vy = gerade

Dies bedeutet, dass man bei einem bece-Gitter zum Beispiel keine (100), (300), (111)
usw. Reflexe sieht. Jedoch aber kann man die (200), (110) oder (222) Reflexe beob-
achten. Die Indizes (v1v9v3) beziehen sich dabei jeweils auf die kubische Einheitszelle.
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3.10 XRD - Grundlagen der Rontgenstrukturana-
lyse

Die Rontgendiffraktometrie (z-ray diffraction, XRD) ist eine etablierte und aussa-
gekriftige Methode Strukturaufklarungen an Materialien durchzufithren. Mit dem
zerstorungsfreien Untersuchungsverfahren kann eine grofie Anzahl an physikalischen
und chemischen KenngroBen ermittelt werden (Tab. 3.1).

Die Rontgendiffraktometrie beruht auf der Wechselwirkung von Rontgenstrahlung
mit den Elektronen eines Materials und den dadurch hervorgerufenen Beugungs-
erscheinungen. Die erhaltenen Interferenzmuster sind einzigartig fiir jede Substanz
(fingerprint). Diese Tatsache wurde bereits 1919 von Albert W. Hull erkannt:

,...every crystalline substance gives a pattern; that the same substance
always gives the same pattern; and that in a mixuture of substances each
produces its pattern indepentently of the others..“[?]

Zunéchst wird eine Probe mit monochromatischer Rontgenstrahlung bestrahlt. Die
Wellenldnge der Rontgenwellen ist vom Targetmaterial der Rontgenrohre abhangig
und sollte im Bereich der Gréflenordnung der interatomaren Abstande des zu unter-
suchenden Materials liegen. Die einfallenden Wellen (Primérstrahl) wechselwirken
dabei mit den Elektronen der Probe. Durch das sich &ndernde elektromagnetische
Feld der Rontgenwellen werden die Elektronen gezwungen kollektiv mit derselben
Frequenz harmonisch um ihre Ruhelage zu oszillieren. Als kleine Hertzsche Dipole
sind sie somit auch Ausgangspunkt elektromagnetischer Kugelwellen und geben die
gesamte absorbierte Energie in Form von Streustrahlung (Sekundérstrahl) wieder ab.
Durch die Beugung wird der Rontgenstrahl auflerdem polarisiert und andert seine
Intensitit. Die Gesamtintensitit ergibt sich dabei aus Uberlagerung aller Kugelwel-
len im System. Sie setzt sich zum einen aus dem Anteil der Streuung an einem Atom
und den Anteilen der unterschiedlichen Atome zusammen. Die gebeugte Welle ei-
nes Atoms entspricht der Uberlagerung von allen gebeugten Wellen der zugehdrigen
Elektronen und korreliert mit der Elektronendichteverteilung ! der entsprechenden
Atomsorte. In erster Ndherung kénnen die einzelnen Wellen aller Streuzentren je-
weils fiir ein Atom aufsummiert werden.

Da sowohl die einfallende als auch die gestreute Welle koharent sind, kommt es zu
Interferenzerscheinungen. In fast allen Richtungen findet Ausléschung statt, nur ge-
beugte Strahlen paralleler Kristallebenen sind in Phase und es kommt bei bestimm-
ten Winkeln zu konstruktiver Interferenz (siche hierfir Abb. 3.16 und Abb. 3.3).
Das ist genau dann der Fall, wenn der Gangunterschied zwischen einfallender und
gestreuter Welle ein ganzzahlig Vielfaches der Wellenlange betragt. Diese grundle-
gende GesetzméBigkeit wird durch die Bragg-Bedingung (3.1) formuliert. Sie bildet
das Fundament der Rontgenbeugung und somit aller rontgenographischen Analyse-
methoden und ist in Abb. 3.3 anschaulich dargestellt.

Jene Ebenen, die mit dem einfallenden Strahl den sogenanten Glanzwinkel 6 ein-
schlieflen, erzeugen Reflektionen mit einem Winkel von 20. Gemessen wird nun die

!Die Elektronendichteverteilung kann quantenmechanisch berechnet werden
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(a) konstruktiv (b) konstruktiv

Abbildung 3.16: Interferenzerscheinungen wenn (a) der Gangunterschied ein ganz-
zahlig Vielfaches von A ist und (b) ein 2% -faches der Wellenlénge (wikimedia).

Intensitédt des gebeugten Strahls als Funktion des Beugungswinkels. Die Intensitéten
der Reflektionen werden durch die Elektronenverteilung bestimmt und héngen von
Atomsorte und Anordnung ab. Deshalb kénnen aus dem erhaltenen Reflexmuster
Aussagen iiber die Struktur der Probe und das Mischungsverhalten der beteiligten
Komponenten getroffen werden. Die experimentell erhaltene Intensitatsverteilung
kann mit einer berechneten Intensitétsverteilung fiir eine hypothetische Atoman-
ordnung verglichen werden. Der Strukturvorschlag kann auf diese Weise mit den
experimentellen Ergebnissen abgeglichen werden. Eine Ubersicht der Parameter, die
aus den XRD-Rohdaten fiir eine kristalline Probe ausgewertet werden kénnen, fin-
det sich in Tab. 3.1.

Rontgendiffraktogramm abgeleitete Information
Peakposition Grofle der Elementarzelle
Gitterkonstanten

Intensitat = Hohe x Breite Kristallographische Struktur
Atomsorten
Koordinaten
Besetzungszahlen

Breite Mikrostruktur
Korngrofle (je breiter, desto kleiner)
Spannungen
Fehlordnungen (limitiert durch die Geréteauflosung)

Tabelle 3.1: Quantitative Auswertung der Daten eines XRD fiir eine kristalline Sub-
stanz
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3.10.1 Pulverdiffraktometrie und Rontgendiffraktrometrie
amorpher Festkorper

Mittels XRD kann also ausgehend von einer Struktur und einem Gefiige auf wichti-
ge Materialeigenschaften riickgeschlofen werden. Die Grundlage fiir diese Form der
Strukturanalyse ist wie bereits erwdhnt die Bragg-Bedingung (3.1). Das Hauptkri-
terium zur Erfillung dieser Bedingung erfordert jedoch die Periodizitat einer Git-
terstrukur. Zur Untersuchung von Pulvern, die aus ein-oder mehrphasig sein kénnen
und aus feinsten Kristallen bestehen, kann die XRD-Methode ebenfalls angewendet
werden. In einem idealen Pulver sind alle Kristallorientierungsebenen vorhanden.
Fiir jeden Winkel 26 gibt es Kristallitebenen, die parallel zur Oberfléache liegen bzw
deren Netzebenennormale senkrecht zur Probenoberflache liegt und somit zur Beu-
gungsintensitit beitragen.

Amorphe Festkorper besitzen hingegen keine Struktureinheit (Einheitszelle) die sich
identisch in regelmafBigen Intervallen wiederholt. Dennoch ist ihre atomare Topolo-
gie nicht vollstandig zuféllig verteilt, wie es zum Beispiel in Gasen der Fall ist. Die
Anordnung folgt gewissen Grundregeln, so ist der Abstand der Atome zueinander
nicht kleiner als der typische Bindungsabstand (in etwa 2-3 A). Die Kenntnis der
Lage der einzelnen Atome bei amorphen Festkorpern ist ungeachtet dessen allein
nicht aussagekraftig. Die Materialeigenschaften héngen hier nicht von der absoluten
Position der Atome, sondern von der relativen Lage zueinander, in der sie miteinan-
der wechselwirken, ab [?]. Die Rontgendiffraktometrie bietet sich hier als geeignete
Methode an um diese relative Lage der Atome, aus der die Nahordnung in solchen
Festkorpern besteht, zu untersuchen.

Rontgendiffraktogramme amorpher Festkorper unterscheiden sich trotzdem grund-
legend von denen kristalliner Proben. Bei kristallinen Feststoffen wird die Ront-
genstrahlung stark gebeugt und das zugehorige Diffraktogramm zeigt einige stark
ausgepragte scharfe Peaks. Die Daten lassen sich anschliefen verhaltnisméafig ein-
fach tiber Formeln auswerten und interpretieren (siehe Kapitel 3.10).

Amorphe Proben besitzen aufgrund der fehlenden Fernordnung keine Kristallori-
entierungsebenen. Die vorhandene Nahordnung ist gegeben durch eine definierte
Umgebung um ein Referenzatom und wird durch die atomare Paardichteverteilung
(atomic pair density function) beschrieben. Die gemessene Intensitit, die Atom-
streuung und die Verteilungsfunktion hédngen iiber eine Gesamtkorrelationsfunktion
zusammen. Diese wird wiederum mittels Fouriertransformation mit der Paardich-
teverteilung verkniipft. Im Diffraktogramm zeigt sich ein charakteristisches breites
Hauptmaximum, der ,,Glashiigel“(Abb. 3.17). Dieser Peak entspricht keinem Bragg-
Reflex sondern der GauBverteilung des haufigsten mittleren Abstands zum néchsten
Nachbaratom. Die wesentlich schwécher ausgepragten Auslenkungen weiter aufler-
halb entsprechen den Abstdnden zum tibernichsten, tibertibernidchsten usw. Nach-
baratom.

Obwohl Rontgendiagramme sich fiir amorphe und kristalline Festkorper wesentlich
unterscheiden, ist eine scharfe Trennung nicht moglich. Wenn die kristallinen Parti-
kel immer kleiner werden, kommt es auch hier zu einer Linienverbreiterung und das
Diagramm &hnelt einem amorphen Diagramm immer mehr.
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Abbildung 3.17: Rontgendiffraktogramm eines amorphen Festkorpers am Beispiel
von ZT5GAZ7CUQ4Ni10003
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Abbildung 3.18: Ergebniss einer Pulverdiffraktometrie, Darstellung in einem
20 /Intensitédt-Diagramm (Lecture Nov4).

3.10.2 Rontgendiffraktometrie - Aufbau und Anordnung

In fast jedem modernen Rontgendiffraktometer-Labor wird heutzutage ein automati-
sches Pulverdiffraktometer verwendet. Trotz der unterschiedlichen verfiigharen Geo-
metrien, messen all diese Gerédte die Netzebenenabstéande dp;; und die zugehorigen
Beugungsintensitdten gemafl der Bragg-Bedingung. Das bedeutet anschaulich, dass
das Messsystem sich durch das reziproke Gitter bewegt und die dabei auftretenden
dpri-Werte misst beziehungsweise bei amorphen Proben die atomare Verteilungsfun-
tion.

Abschlielend noch ein Zitat aus der Vorlesung dazu:

The shape and the dimensions of the unit cell can be deduced from the positions of
the Bragg reflections; the content of the unit cell, on the other hand, must be deter-
mined from the intensities of the reflections.

(Solid State Physics, Ibachand Liith)
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Kapitel 4

Kristallbindungen
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4.1 Chemische Bindungen

Chemische Bindungen beschreiben den Verbund von Atomen zu Molekiilen und
Kristallgittern und ihre rdumliche Anordnung (i.e. Struktur). Die treibende Kraft
der chemischen Bindung ist die freie Enthalpie (Bindungsenthalpie). Sie wird bei
der Kristallisation eines Festkorpers frei und muss umgekehrt aufgewendet werden
um eine bestehende Gitterstruktur zu zerstoren.

Die einzelnen Bindungstypen sind verantwortlich fiir die unterschiedlichen Materia-
leigenschaften und im Folgenden nach absteigender Bindungsenergie gereiht.

Halbmetall
Metall- kovalente
bindung Bindung

etallgitter dukiil

van-der-Vaals-
Krafte

Molekiilkristalle
Glaser

amorph Wasserstoff-
bricken-
Bindung

Polymere

Legi lonen-
egierungen bindung

Feste L&sungen
Interstitielle Phasen

Abbildung 4.1: Uberblick iiber mogliche chemische Bindungsarten mit den zugehori-
gen typischen Stoffeigenschaften. Unter Legierungen sind hier nur Verbindungspha-
sen zu verstehen.

4.1.1 Ionische Bindung

Elemente, die eine chemische Bindung miteinander eingehen, sind immer bestrebt
dabei einen moglichst energetisch giinstigen Zustand einzunehmen. Dieser Zustand
wird durch die Edelgaskonfiguration erreicht, die der maximal moéglichen Valenz-
elektronenanzahl von 8 entspricht (Oktettregel). Ionische Bindungen entstehen zwi-
schen Metallen und Nichtmetallen. Um die Edelgaskonfiguration zu erreichen, geben
die Metalle iiberschiissigen Valenzelektronen ab. Je starker ihre Neigung dazu ist,
desto metallischer ist ihr Charakter. Dies trifft vorallem auf Elemente der Alkali-
und Erdalkaligruppe zu. Die Nichtmetalle (z.B Halogene wie F, I, Br etc.) neh-
men ausschlieflich Elektronen auf. Das Paradebeispiel einer ionische Bindung ist
Natriumchlorid NaCl ( Abb. 4.2). Das Natrium ist isoelektrisch! mit Neon, gibt

! Als isoelektrisch werden Atome oder Ionen bezeichnet, die dieselbe Elektronenanzahl und eine
dhnliche Elektronenkonfiguration besitzen.
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ein Valenzelektron ab und wird dadurch positiv. Chlor nimmt dieses Elektron auf,
wodurch in weiterer Folge eine nicht gerichtete elektrostatische Anziehung zwischen
den beiden Bindungspartnern entsteht. Je grofler der Elektronegativitdtsunterschied
zwischen den beteiligten Atomen ist, desto eher bilden sich derartige polare Bindun-
gen aus. Dabei wird unter Elektronegativitiat (Abkiirzung EN) ein relatives Maf fiir
die Fahigkeit eines Atoms, in einer chemischen Bindung Elektronenpaare an sich zu
ziehen verstanden. Diese Definition geht auf Linus Pauling zuriick, der wesentliche
Forschungsarbeit zur Thematik chemischer Bindung geleistet hat, fiir die er 1954
auch den Nobelpreis verliehen bekam.

Die Bindungsenergie der ionischen Bindung entspricht dabei der potentiellen Energie
der Tonen im elektrostatischen Feld:

1 . QAIQKI

4dmeq T

EBind - (41)

Mit:

Egina Bindungsenergie der ionischen Bindung
€0 elektrische Feldkonstante

Qa;  Ladung des Anions

Qxrr Ladung des Kations

r Bindungsabstand

4.1.2 Kristallstrukturen ionischer Bindungen

Die von ionischen Bindungen ausgebildeten Kristallstrukturen werden durch zwei
zentrale Parameter bestimmt: der Ladungsneutralitit und dem Streben nach der
dichtesten Packung. Dabei wird die entstehende Kristallstruktur vorallem durch das
Groflenverhéltnis zwischen Kation und Anion bestimmt. Mit zunehmenden Grofien-
unterschied nimmt die Koordinationszahl, das heifit die Anzahl der Atome die ein
einzelnes Atom umgeben ab und ist schliellich niedriger als in den jeweiligen reinen
Elementen. Bei einem kleinen Radienverhéltnis der beteiligten Atome (i.e. moglichst
grofier Radienunterschied), ist auch die Koordinationszahl klein (CsCl hat z.B. eine
Koordinationszahl von 8; Abb. 4.3). Trotz der sinkenden Koordinationszahl wird
von den gebildeten Kristallstrukturen die dichtest mogliche Packung angestrebt.

4.1.3 Eigenschaften ionischer Verbindungen

Mechanische Eigenschaften

Durch die geforderte Ladungsneutralitat sind ionische Bindungen im Allgemeinen
sprode und nicht verformbar. Eine Verschiebung der Ionen im Gitter durch Kraftein-
wirkung bei Uberschreitung des elastischen Bereichs fiihrt zu einer zu grofen Anné-
herung von Anion bzw. Kationen untereinander. Diese Anndherung hat die Zersto-
rung des Kristalls zur Folge.
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Abbildung 4.2: Kristallstruktur von Natriumchlorid mit 6 nichsten Nachbarato-
men.Das Gitter ist kubisch flichenzentriert, mit zwei Atomen in der Basis; eines bei
(0,0,0) und das andere bei (1/2,0,0)

.

Abbildung 4.3: Kristallstruktur von Césiumchlorid mit 8 nachsten Nachbartatomen.
Die CsCl-Struktur ist kubisch primitiv, aber mit zwei Atomen in der Basis: eines
bei (0,0,0) und das andere bei (1/2, 1/2, 1/2). (Vorsicht, leicht mit raumzentriertem
Gitter zu verwechseln!)

Thermische Eigenschaften

Bei geringem Groflenunterschied zwischen Kation und Anion und dem dadurch be-
dingten geringen Bindungsabstand, haben diese chemischen Bindungen eine aufler-
ordentlich hohe thermische Stabilitdt mit hohen Schmelzpunkten (z.B.: Oxide, wie
A1203, MgO)

Elektrische Eigenschaften
Aufgrund der starken Lokalisierung der Elektronen sind ionische Bindungen Isola-
toren.

4.2 Kovalente Bindung

Die ionische Bindung (siche Abschnitt 4.1.1) wird durch die Separation des Elektrons
vom Kation bzw. durch die Annektion des Elektrons durch das Anion bestimmt. Mit

7



dem Absinken der Elektronegativitiatsdifferenz der beteiligten Atome werden jedoch
andere Bindungstypen, wie die kovalente Bindung, immer wahrscheinlicher. Bei der
kovalenten Bindung streben die beteiligten Atome ebenso eine Edelgaskonfiguration
an. Dies kann erreicht werden indem die &uflersten Elektronen-Orbitale miteinander
soweit iiberlappen, dass diese Bedingung fir beide Atome erfiillt ist. Durch das
, Teilen“ der Elektronen ist die &uflere Schale dann fiir jedes Atom fiir sich betrachtet
vollstandig besetzt.

Beispiele: Diamant, Si...

4.2.1 Kristallstruktur der kovalenten Bindung

Aufgrund der definierten Geometrie der Orbitale ist die Uberlappung nicht belie-
big sondern stark gerichtet. Dies ist der Grund, dass die Packungsdichte gering
sein kann, auch wenn die Atome annéhernd gleich grof3 sind. Weiters wird die Aus-
richtung der Orbitale dadurch bestimmt, dass keine zwei Elektronen im gleichen
Quantenzustand sein diirfen (Pauli-Prinzip).

Eine héufig anzutreffende Kristallstruktur bei Stoffen kovalenter Bindung ist die
Diamantstruktur oder Zinkblende-Struktur. Viele technisch wichtige Werkstoffe, wie
Halbleiter, kristallisieren in dieser Form. Die starke kovalente Bindung bedingt, dass
die Valenzbander gesattigt sind und keine freien Elektronen existieren, das Leitungs-

band ist leer. Halbleiter sind aus diesem Grund bei T=0K Isolatoren.
Beispiele: ZnS, GaAs...

Abbildung 4.4: fcc-Struktur von Zinkblende bzw. Diamant (Sphalerite Structure)
mit Atomen bei (0,0,0) und (1/4, 1/4, 1/4).

4.2.2 Eigenschaften kovalenter Bindungen

In den allermeisten Féllen kann die Bindung zweier Atome nicht ausschliefflich als
klar ionisch oder kovalent definiert werden, sondern ist eher eine Mischform beider
Typen. Die Bindungsenergie der kovalenten Bindung ist hoch und liegt im Bereich
von einigen Elektronenvolt. Die Kristalle zeichnen sich durch ihre hohe Stabilitét
und hohen Schmelzpunkte aus. Durch ihre starke Richtungsabhéngigkeit sind die
betreffenden Werkstoffe sprode und hart.
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4.3 Metallische Bindung

Wie zur Tonenbindung in Abschnitt 4.1.1 bereits erwéhnt, geben Metalle Valenzelek-
tronen ab (Elektronendonatoren) um eine Edelgaskonfiguration zu erreichen. Sind
keine elektronegativeren Atome vorhanden, verteilen sich die Elektronen frei um
die Riimpfe der Metallatome. Es kommt zur Ausbilung eines sogenannten Elektro-
nengases (Fermigas, Fermisee). Die delokalisierten Elektronen konnen sich in erster
Néaherung vollig frei bewegen, sodass die Atomrtiimpfe sich bei Reinmetallen zu sehr
dichten Packungen anordnen konnen. Sie kristallisieren in kubischen oder hexago-
nalen Kristallgittern, die die hochsten Packungsdichten aller Kristallmodifikationen
aufweisen.

4.3.1 Eigenschaften metallischer Bindungen

Bedingt durch die hohe Packungsdichte (fce,bee,hep) haben Werkstoffe mit metalli-
scher Bindung auch eine hohe Dichte. Aufgrund einer fehlenden Richtungsabhéngig-
keit der metallischen Bindung, konnen die Atomriimpfe relativ einfach gegeneinander
verschoben werden unter Beibehaltung einer bleibenden Verformung - Metalle sind
duktil. Die entsprechenden Bindungsenergien sind mitunter sehr hoch, was i.A. hohe
Schmelzpunkte zur Folge hat. Die hochste bekannte Bindungsenergie hat Wolfram
mit Ep;ng = 86V /Atom und dadurch auch den héchsten Schmelzpunkt aller Metalle.
Die freien Elektronen bedingen auch die zweite zentrale Eigenschaft der Metalle, die
elektrische Leitfahigkeit. Die besten elektrischen Leiter sind dabei die Edelmetalle.
Beispiele: Ag, Cu, Au...

Abbildung 4.5: Kubisch flichenzentriertes Kristallgitter (fcc) von Kupfer

79



Abbildung 4.6: Kubisch raumzentriertes Kristallgitter (bcc) von Eisen

4.4 H-Bricken-Bildung

Bei Molekiilen deren Konstituenten eine Elektronegativitédtsdifferenz grofler 1.4 auf-
weisen, bilden sich Molekiilkristalle durch Wasserstoftbriickenbildung. Ein anschau-
liches Beispiel stellt Eis dar. Aufgrund der starken Lokalisierung der Bindungselek-
tronen beim Sauerstoff, bildet das Sauerstoffatom eine negative Partialladung aus.
Das Wasserstoffatom hingegen entwickelt eine positive Partialladung (Abb. 4.7).
Bedingt durch diese Delokalisierung der Bindungselektronen und die gegenseitige
Anziehungskraft schlieSen Wasserstoff- und Sauerstoffatom im HoO-Molekiil einen
Bindungswinkel von 104.45° ein und liegen dadurch nicht auf einer Geraden. Die
Bindungsenergien sind hier wesentlich niedriger (0.1 -1.5eV) als bei echten ionischen
Bindungen.

Beispiele: HyO (in fester und flussiger Phase), HF

4.4.1 Eigenschaften der H-Briicken-Bindung

Durch die auftretenden Dipolmomente, die zwischen den einzelnen Wassermolekiilen
vorliegen kénnen diese sich tiber Wasserstoftbriicken zu Clustern verbinden. Sie ver-
andern jedoch durch Warmebewegung standig Form und Lage. Die variablen Cluster
sind mitunter Grund fiir die speziellen Eigenschaften des Wassers. Wird Wasser ab-
gekiithlt nimmt die thermische Teilchenbewegung ab und die Dichte der Fliissigkeit
steigt (und erreicht bekanntlich bei +4°C ihr Maximum). Durch weiteres Abkiihlen
kommt es wiederum zu einer Ausrichtung der Molekiile entsprechend ihrer Polaritét.
Die Ordnung steigt, es wird mehr Raum benétigt wodurch die Dichte wieder sinkt?.
Verbindungen basierend auf H-Briicken haben &hnliche Materialeigenschaften wie
Stoffe mit kovalenter Bindung. Sie spielen eine elementare Rolle in den fiir alle Le-
bewesen wichtigen Biomolekiilen (RNA,DNA Proteine).

2Dieses Phénomen wird auch unter dem Begriff , Dichteanomalie des Wasser“ zusammengefasst.
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Abbildung 4.7: Schematische Darstellung der Wasserstoffbriickenbindung. Die Breit-
seiten der grauen Dreiecke symbolisieren die asymmetrische Verteilung der Elektro-
nen hin zum Sauerstoff. H ist dadurch partiell positiv (6+) und O partiell negativ
(0—) geladen. Der Bindungswinkel zwischen O und H ist exakt 104.45°. Die rote
,Bricke® bildet sich nun zwischen den einzelnen Molekiilen aufgrund der unter-
schiedlichen Partialladungen aus.

4.5 van der Waals-Bindung

Diese Bindung beschreibt die schwache Wechselwirkung zwischen kovalent gebun-
denden Atomen und Molekiilen. Bei kovalent gebundenen Molekiilen kann es zu
einer gegenseitigen Beeinflussung der Valenzelektronen der Molekiile untereinander
kommen. Die Wechselwirkung der Elektronenhiillen fithrt dabei zu einer teilweisen
Polarisation derselbigen und es entstehen schwache elektrostatische Anziehungskréf-
te zwischen den Molekiilen, wie sie in Abb. 4.8 schematisch dargestellt sind. Die
entstehenden Dipolmomente sind dabei sehr klein und die Reichweite ist gering.
Durch thermische Fluktuation kann diese Bindung leicht aufgebrochen werden. Im
Allgemeinen tritt dieser Bindungstyp nur bei sehr geringen Temperaturen auf, wo-
bei nicht zwangslaufig eine geordnete Kristallstruktur ausgebildet werden muss. Die
entstehenden Stoffe (Polymere) sind dann oft Glaser und haben eine amorphe Struk-
tur.

Beispiel: Trockeneis, Edelgaskristalle

Abbildung 4.8: Schematische Darstellung der Ladungsverteilung zweier Molekiile
unter Einwirkung der van-der-Waas-Kréfte. Zwischen den Molekiilen wirken Dipol-
moimente.
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Kapitel 5

Photonen
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Kurziubersicht

Licht wird bekanntlich in Photonen quantisiert und besitzt sowohl Teilchen- als auch
Wellencharakter. Um diese Verkniipfung zwischen Teilchen- und Wellencharakter zu
zeigen, werden zunédchst die Gesetze der Elektrizitdt und des Magnetismus so mit-
einander vereint, dass daraus eine Wellengleichung entsteht. Diese Beschreibung der
elektromagnetischen Lichtwellen, ldsst sich im Vakuum mit Hilfe des harmonischen
Oszillators recht einfach quantisieren. Die quantisierte Losungen zeigen dann, wel-
che Photonenzustande bei einer bestimmten Temperatur besetzt sind, woraus das
Planck’sche Strahlungsgesetz resultiert. Dieses bringt zum Ausdruck, bei welcher
Wellenlénge das meiste Licht von einer idealen Strahlungsquelle — einem schwarzen
Korper — fiir eine bestimmte Temperatur emittiert wird.

Dieses Kapitel ist ein wichtiges, aber eher untypisches Kapitel der Festkorperphysik
— so findet es sich in der "Einfithrung in die Festkorperphysik’ von Charles Kittel nur
im Anhang des Buches. Allerdings zeigt sich, dass die Schritte der Quantisierung von
Photonen analog oder sehr dhnlich zur Quantisierung von anderen Partikel in der
Festkérperphysik, wie Phononen (Schallwellen), Magnonen (Magnetwellen), Plasmo-
nen (Ladungswellen), Elektronen etc., ablaufen und das hier vorgestellte Vorgehen
als beispielhaft fiir diese gesehen werden kann.

5.1 Quantisierung von Photonen

Zur Beschreibung des Licht im Vakuum wird von den vier Maxwell-Gleichungen
ausgegangen:

GauB’sches Gesetz: v E=L (5.1)
€0
Keine magnetischen Monopole: V-B=0 (5.2)
. - 0B
Faraday’sches Induktionsgesetz: VxE= 5 (5.3)
Ampéresches Gesetz: VxB= u0f+ 140E0 (5.4)

ot

Da als Umgebungsmedium hier Vakuum angenommen wird, folgt p =0 und J = 0
und die Gleichungen vereinfachen sich. Aulerdem ist es zur Entkopplung der Glei-
chungen zweckmafig ein Vektorpotential A einzufithren, mit dem das elektrische
und magnetische Feld folgendermafien angeschrieben werden kann :

~ 0A

E=-VV BT (5.5)

B=VxA (5.6)

Im Vakuum gibt es keine freien Ladungen und man kann daher das elektrostatische
Potential Null setzen. Zuséatzlich schrankt man das Vektorpotential weiter ein, indem
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man die Coulomb- Eichung (auch Strahlungseichung genannt) verwendet, d.h. man
fordert, dass das Vektorpotential der Gleichung V-A = 0 geniigt. Damit vereinfachen
sich die Maxwell-Gleichungen zu:

oA
V‘@;— (5.7)
V-VxA= (5.8)
0A o1 ,

(5.10)

Die ersten zwei Gleichungen verschwinden und die dritte ist automatisch erfiillt,
wenn A die 4te Gleichung — das Ampere’sche Gesetz — erfiillt wird.

5.1.1 Die Wellengleichung

Mit Hilfe der Vektoridentitit V x V x A = V(V- ff) — V2A und mit ¢ = \/17 lasst
Ho€o

sich (5.10) als Wellengleichung ausdriicken:

- 0’4
22 1
Als spezielle Losung dieser konnen Eigenzustinde der Form
A7 t) = Acos(k - 7 — wt), (5.12)

verwendet werden, wobei Eigenzustande (engl. 'eigenmode’ oder 'normal mode’) je-
ne Zustande sind, in denen sich alle Komponenten mit derselben Frequenz bewegen.
Setzt man diese Losung in die Wellengleichung ein, erhalt man als Dispersionsrela-
tion einen linearen Zusammenhang zwischen Frequenz und Wellenzahl des Lichtes,
welches sich mit der Geschwindigkeit ¢ ausbreitet:

w = clk| (5.13)

Mit w =27 f und k = 27” folgt daraus:

f== (5.14)

Diese Losungen beziehen sich auf das eingefithrte Vektorpotential, allerdings interes-
siert man sich in der Regel fiir die Abhéngigkeit vom elektrischen und magnetischen
Feld. Um diese beispielsweise fiir eine in x-Richtung ausbreitende Welle!

A = Ay cos(kpx — wt)z, (5.15)

'Die y- und z-Komponente fallen bei Betrachtung der x-Achse weg, da kr = k,x + k,y + k.2
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darzustellen, verwendet man die Gleichungen (5.5) bzw. (5.6) und erhélt

. A
E = —aat = —wApsin(k,z — wt)z (5.16)
B =V x A=k,Aysin(kyz — wt)§ (5.17)

Man erkennt, dass bei einer in x-Richtung laufenden Welle sowohl das elektrische
Feld in der z-Ebene als auch das magnetisches Feld in der y-Ebene als Sinuswellen
oszillieren, weshalb die Extrema am selben Ort auftreten. Die Schwingungsebenen
konnen auch vertauscht sein, woraus sich zwei Polarisationenmoglichkeiten ergeben.
Diese werden in einigen der folgenden Gleichungen durch den multiplikativer Faktor
2 berticksichtigt.

Abbildung 5.1: Bei einer in x-Richtung propagierende Welle oszilliert das elektrischen
Feld in der z-Ebene und das magnetischen Feld in der y-Ebene.

5.1.2 Quantisierung

Um diese Wellen zu quantisieren, miisste man eigentlich auf die Quantenfeldtheo-
rie zuriickgreifen, allerdings bietet es sich an, das bestehende Problem fiir einen
einzelnen Eigenzustand

- Ak, t)
—ﬂ@+@+@mww:—@7f (5.18)
auf das bereits bekannte des Problem des harmonischen Oszillators abzubilden:
2
KT = mg;, (5.19)

Das Newton’sche Gesetz zeigt sich mathematisch dquivalent, wenn man als Feder-
konstante x <+ c2k? und als Masse m <+ 1 beriicksichtigt. Durch das Korrsepondenz-
prinzip der Quantenmechanik ist die Losung des klassischen Problems unter dieser
Abbildung ebenfalls Losung des quantenmechanischen Systems. Somit ergeben sich
aus der bereits bekannten klassische Losung des harmonischen Oszillators

1
E = hu(j + ) j=0,1,2... (5.20)

3
w=4/— 5.21
- (5.21)
mit k < ¢®k? und m < 1 das quantenmechanische Aquivalent zu:

1
E = hw(j+3) j=0,1,2... (5.22)
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w = c|k|, (5.23)

Dies ergibt somit wieder die bereits bekannte Dispersionrelation und quantisierte
Energieniveaus.

5.1.3 Eigenzustinde und Zustandsdichte

Die ’j’ spiegeln dabei die Anzahl der Photonen in einem bestimmten Zustand mit
zugehorigem w und zugehoriger Energie wider. Diese wiederum werden von k fest-
gelegt, sodass sich die Frage stellt, welche Eigenzustdnde sind iiberhaupt denkbar.
Dazu beschrankt man sich auf ein bestimmtes Volumen im Vakuum und zahlt alle
dort moglichen Zustédnde. Dabei gibt es zwei Moglichkeiten dieses Volumen zu be-
trachten und somit auch zwei mogliche Randbedingungen. Zum einen lasst sich das
abgegrenzte Volumen als evakuierte und perfekt leitende Metallbox mit Kantenlan-
ge L vorstellen, an dessen Wande das elektrische Feld verschwinden muss, sodass
sich im inneren stehende Wellen ausbilden. Im Falle dieser fixen Randbedingun-
gen erhilt man von der Boxgrofle abhéngige Wellenldngen und in weiterer Folge
Wellenvektoren der Form:

2r nmw
k; = —-—== 5.24
T =T (5.24)
fixed boundary conditions periodic boundary conditions

n=4 4 n=2 -

n=3

n=2 n=1

Abbildung 5.2: Links fixe und rechts periodische Randbedingungen.

Zum anderen lasst sich auch eine Box mit periodischen Randbedingungen vor-
stellen, bei welcher der Wert am linken und rechten Rand immer iibereinstimmen,
sprich alles was iiber die eine Kante rauslauft, kommt auf der anderen Seite an.
In dieser imaginaren Box ebenfalls mit Kantenlange L sind statt stehender Wellen
links- und rechtslaufende Wellen moglich, sodass sich der Zusammenhang zwischen
Wellenzahl bzw -lénge und Boxgroe folgendermaflen ergibt:
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Es stellt sich allerdings heraus, dass man mit beiden Randbedingungen zum selben
Ergebnis gelangt, da im zweiten Fall fiir jedes n zwei — namlich links- und rechtslau-
fende — Wellen moglich sind. In vielen Féllen werden daher — wie auch im Folgenden
— periodische Randbedingungen gewahlt.

Betrachtet man nun die moglichen Wellenvektor im Eindimensionalen, welche die
periodischen Randbedingungen erfiillen, erhdlt man die in Abb. 5.3 im k-Raum
gezeigten Werte. Dabei entsprechen die Werte 2%,47“,... 1,2,3,... Wellenldngen in der
Box, wobei sowohl positive als auch negative Werte erlaubt sind, da diese rechts-
bzw. linkslaufende Wellen widerspiegeln.

«—eo —eo e o 0o o o e e
87 —-6mx —-4r 27 0 27 4m 67 8=m k

i L i i L L i L

Abbildung 5.3: Mégliche Eigenzusténde in einer Dimension im k-Raum.

In drei Dimensionen nehmen £, &, und £, unabhangig voneinander diese Werte
an, sodass ein kubisches Punktgitter der erlaubten Eigenzusténde entsteht. Alle
Zustande mit einer bestimmten Energie befinden sich innerhalb einer Kugelschale
der Dicke dk mit dem Betrag des Wellenvektor, der auch die Energie festlegt, als
Radius (Abb. 5.4). Man kann sich leicht tiberzeugen, dass je grofler k wird, desto
mehr Punkte finden sich mit der gleichen Energie bzw. Frequenz und somit gibt es
auch mehr mogliche Zustande bei hoheren Frequenzen.

Abbildung 5.4: Mégliche Eigenzustdnde in drei Dimensionen im k-Raum.

Um dies zu zeigen und um die genaue Anzahl der Zustdnde innerhalb dieser Schale
zu berechnen, dividiert man das Volumen der Schale — also die Fliache 47k? mal der
Dicke dk — durch das Volumen, welches der kleinste mogliche Wellenvektor 2{ in
einem Wiirfel der Kantenlénge L einnehmen téte, namlich (2£)%. Dabei muss, wie

bereits erwahnt, noch die Polarisation mit einem Faktor 2 beachtet werden, sodass
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sich fiir die Anzahl aller Zustinde bei einem bestimmten k ergibt:

dmk2dk KL

ORI

L*D(k)dk = 2 dk (5.26)

Wie man sieht kann man die Grofle der Box L3 hier kiirzen und man erhilt die

sogenannte Zustandsdichte oder density of states D(k) als davon unabhéngige
GroBe:
/{32
D(k)dk = pdk‘ (5.27)
Diese reprasentiert die Anzahl der moglichen Zusténde zwischen k& und k + dk.
Nutzt man den linearen Zusammenhang zwischen Wellenvektor und Frequenz bzw.
Wellenlange

w=ck — dw = cdk (5.28)
2m 2m

A= — d\ = ——dk 2
? — 12 (5.29)

lassen sich die Zustandsdichten auch in Abhangigkeit von diesen Gréflen angeben:

D(w)dw = D(k)dk = @dw (5.30)
D(A)dA = D(k)dk = ijd)\ (5.31)

5.1.4 Planck’sches Strahlungsgesetz

Da Photonen als Bosonen der Bose-Einstein-Verteilung geniigen,

! (5.32)
ea:p(,i—“’T) -1 '
ist bekannt, wieviele Bosonen im Mittel bei einer bestimmten Temperatur und Fre-
quenz in einem Zustand sind. Multipliziert man dies mit der zugehorigen Energie
des Zustandes £ = hw = he/\ und der gerade berechneten Anzahl der tiberhaupt
moglichen Zusténde, ergibt sich die Energiedichte nach dem Planck’sche Strahlungs-
gesetz:

he ] 1 mhe 1
\);/ \/\i exp(m) T A5 ehe/AksT _ 1
Energie D(\) Bomtor
(5.33)

Diese Gleichung beschreibt, wieviel Energie die Zustdnden unterschiedlicher Wellen-
lange haben und somit die Verteilung dieser Energie iiber die Wellenlénge (Abb. 5.5).
Fiir jede Temperatur erhélt man so ein Spektrum, welches bei A, ein Maximum
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Abbildung 5.5: Planck’sches Strahlungsspektrum fiir bestimmte Temperatur.

aufweist. Ermittelt man dieses Maximum fiir verschiedene Temperaturen durch Ab-
leitung von (5.33) nach A, findet sich ein einfacher Zusammenhang zwischen Maxi-
mum und Wellenléinge, der durch das Wien’sche Verschiebungsgesetz® beschrieben
wird:

AmaeT = 0.0028977  [m K] (5.34)

In manchen Fallen wird das Planck’sche Strahlungsgesetz aber als Intensitidt in
Abhéngigkeit von der Wellenldnge angegeben. Dies beschreibt die Intensitat, mit
welcher ein schwarzer Korper bei einer spezifischen Temperatur abstrahlen wiirde:

_ 2mhe?

1) = =F—dh W) (5.35)

Integriert man iiber alle Wellenlangen, erhélt man einen Ausdruck, der neben der
Temperatur auschlieBllich fundamentale Konstanten enthalt, die zur Stefan-Boltzmann-
Konstante o zusammengefasst werden. Damit ergibt sich sofort das Stefan-Boltzmann-
Gesetz, nach dem die abgestrahlte Intensitéit eines Korpers von der vierten Potenz

der Temperatur abhéngt:

[e.o]

8mhc 1 2715]gj,_13T4 . -
I'= / o ghe/ kT _ 1d)‘ = Tehdc ol (W m™2] (5.36)
o =5.67051 x 107 [Wm2 K™ (5.37)

Wird nicht die Intensitéit, sondern die Energiedichte iiber alle Wellenlangen inte-
griert, erhdlt man stattdessen den Ausdruck:

B 40T*
¢

u

[J m3] (5.38)

Auch dieser hiangt von der vierten Potenz der Temperatur ab, sodass bei steigender
Temperatur sowohl die Intensitat als auch die Energiedichte stark steigt.

2Dieses Gesetz wird unter anderem dafiir verwendet, die Temperatur eines fernen Sterns zu
bestimmen, indem man das emittierte Spektrum erfasst, das Maximum bestimmt und das Gesetz
entsprechend umformt.
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5.1.5 Die thermodynamischen Grofien

Ausgehend von der Energiedichte konnen thermodynamische Groflen leicht berech-

net werden. So erhélt man nach ihrer Ableitung sofort die spezifische Wéarme:

Qv ou ” 160T 3
or c

[J K=t m™3] (5.39)

Cy =

Die spezifische Warme ist eine Grofle, die beschreibt, wie viel Energie einem System —
z.B. einem Liter Wasser — zugefiihrt werden muss, um dieses um 1 K zu erwarmen. Im
vorliegenden Fall — im Vakuum — bedeutet eine Temperaturerhéhung nichts anderes
als eine Energiezufuhr durch die Einbringung zusétzlicher Photonen. Dies steht in
Zusammenhang mit der Entropie S, denn es gilt

1607
S = / “ar = 60 K m) (5.40)

Ist erst die Entropie bekannt, so kann daraus die freie Energie (Helmholtz-Energie)
berechnet werden.

—40T*

3¢
Das Minimum dieser Energie entspricht der Energie eines isolierten Systems, das
auf einer konstanten Temperatur gehalten wird, aber dem es moglich ist, mit seiner
Umgebung Energie auszutauschen (Ist dies nicht moglich, so stellt sich lediglich ein
Minimum der inneren Energie ein).
AuBerdem lisst sich durch die Ableitung dieser Energie der Strahlungsdruck?®, den
Photonen bei einer bestimmten Temperatur auf die Wande einer Box ausiiben, be-
rechnen. Dieser resultiert aus der Tatsache, dass Photonen nach der De Broglie-
Beziehung einen Impuls p = hk besitzen, der sich bei der Reflexion an den Wénden
andert, wodurch auf die Wand eine Kraft iibertragen wird:
OF 4O'VT4 40T*

— — -2
P=—or =g 5, [N m~2] (5.42)

F=u-T5=

[J m™3] (5.41)

5.2 Ein- und zweidimensionale Zustandsdichte

Fiir ein- und zweidimensionale Wellen konnen die Berechnungen analog durchgefiihrt
werden, wobei natiirlich die Berechnung der Zustandsdichte angepasst werden muss.
Statt dem Volumen — einem Wiirfel der Kantenldnge L — in drei Dimensionen, wird
im zweidimensionalen Fall die Fliche — ein Quadrat der Seitenlinge L — und im
eindimensionalen Fall nur die Linge L verwendet. Zeichnet man im eindimensionalen
k-Raum, wie in Abb. 5.3, alle erlaubten Zustdnde ein, erkennt man gut, dass der
kleinste Zustand die Linge 2* einnimmt. Auf einer Strecke dk, finden sich also

L
folgende Anzahl an Zustédnde, woraus sofort die Zustandsdichte ersichtlich ist.

dk k
LQD(k)dk; = \2/ . \2/ — N D(k) = — [m—l] (5.43)
Polarisation Richtung s ™

3Dieser kann z.B. durch ein Solarsegel als Antrieb von Raumsonden genutzt werden.
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Die Vorfaktoren ergeben sich zum einen aufgrund der Polarisation und zum anderen,
weil die Welle sowohl nach links als auch nach rechts laufen kann.

Zweidimensional finden sich in der zwischen k und dk eingeschlossenen Kreisfliche
2rkdk folgende Anzahl an Zustdnden bzw. die Zustandsdichte:

LQD(k)dk:2-2<7;rk;l2k — D(k):f_ [m™1 (5.44)

Von dieser ausgehend kann, genau wie zuvor, die Energiedichte und die thermody-
namischen Groflen berechnet werden. Diese finden sich in in Abb. 5.7.

Abbildung 5.6: Skizze zur Berechnung der Zustandsdichte in zwei Dimensionen.

5.3 Quantisierung anderer Partikel

Das hier vorgestellte Konzept zur Quantisierung von Photonen kann im Prinzip
auf alle anderen Partikel (Phononen, Magnonen, Plasmonen, etc.) mit Wellen- und
Teilchencharkater tibertragen werden, da in den vorhergehenden Berechnungen im
Grunde nur die Wellengleichung behandelt wurde. Man muss dabei nur die Eigen-
arten der einzelnen Partikel berticksichtigen: Etwa die zusatzliche Polarisationsrich-
tung bei Schallwellen, sodass als multiplikative Faktor 3 — statt der bei Photonen
zu verwendete 2 — in die Gleichungen eingeht. Die abzuarbeitenden Schritte sind
trotzdem immer gleich:

e Bestimmung des zur Problemstellung dquivalenten klassischen Problems und
Ermittlung der Losung, sprich der Eigenzustdnde aus linearen Gleichungen.
Sind nicht-lineare Gleichungen im Spiel, werden diese linearisiert und der nicht-
lineare Anteil spater als Stortherm berticksichtigt.

o Quantisierung der Zustande.
e Berechung der Zustandsdichte.

o Beriticksichtigung der richtigen Quantenverteilung — Bose-Einstein-Verteilung
bei Bosonen bzw. Fermi-Dirac-Verteilung bei Fermionen — und Berechung der
thermodynamischen Grofien.
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Abbildung 5.7: Losungen der Wellengleichung in ein und zwei Dimensionen.
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5.4 Licht in einem mehrschichtigen Material

Die bisherigen Gleichungen gelten fiir Licht im Vakuum. Betrachtet man nun Photo-
nen, die sich durch periodische Schichten mit verschiedenen dielektrischen Leitfahig-
keiten (Permittivitdt) bewegen, werden sie an jeder Grenzfléchen teilweise reflektiert.
Diese Reflexionen iiberlagen einander und unter bestimmten Voraussetzungen findet
dabei konstruktive Interferenz statt. In diesem Fall wird das Licht dann hinausre-
flektiert und das Material wirkt — auch wenn beide Schichten transparent sind — wie
ein Spiegel.

Grundsatzlich kann man so mittels zweier Schichten, die unterschiedliche dielek-
trischen Leitfihigkeiten besitzen, durch die Variation ihrer Dicken, jede beliebige
Frequenz herausfiltern. Ein Material solcher Art wird Bragg-Reflektor genannt und
findet z.B. bei Laser-Resonatoren Anwendung. Dabei wird das Licht zwischen zahl-
reiche dieser Schichten hin- und herreflektiert, wobei es zu positiver Interferenz und
zum Ausbilden stehender Wellen kommt, die weitere Emissionen induzieren. Gleich-
zeitig kann aber auch ein Teil des Lichtes den Resonator verlassen und als Laserlicht
ausgekoppelt werden.

. I II

Abbildung 5.8: Periodische Schichtfolge eines Materials.

Die mathematische Beschreibung geht von der Wellengleichung eines periodischen
Materials aus, in dem sich die Wellen in x-Richtung ausbreiten sollen:
D?A; _ D*A;
Ox? ot?

() (5.45)

Dabei wurde die Ortsabhangigkeit der Lichtgeschwindigkeit beriicksichtigt und A,
stellt mit j =y, z die Komponenten des Vektorpotentials in y- und z-Richtung dar.
Da die Zeitabhangigkeit nur ein oszillierendes Verhalten zeigt, kann man diese durch
einen Separationsansatz abspalten, indem man

Aj(x,t) = E(x)e™™ (5.46)

in (5.45) einsetzt und somit eine rein ortsabhéngige, lineare Differentialgleichung
mit periodischen Koeffizienten — die sogenannte Hill-Gleichung — erhalt:
d*é(x w?
& e
dx 2(x)

(5.47)

Diese ist mathematisch dquivalent zur zeitunabhéngige Schrodingergleichung fiir ein
Teilchen in einem periodischen Potentials. Es zeigt sich, dass es in diesem Fall nicht
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unbedingt notwendig ist, die Schrodingergleichung zu lésen, da ein periodisches,
sprich translationsinvariantes System vorliegt und somit der Hamiltonoperator mit
dem Translationoperator vertauscht. Dies bedeutet, sie haben einen gemeinsamen
Satz an Eigenzustdnde und die Losung des Translationsoperators sind ebenfalls Lo-
sungen des Hamiltonoperators. Die Eigenzustdande des Translationsoperator haben
Bloch-Form, d.h. es handelt sich um periodische Funktionen der Art:

e*ry () wobei  ug(z) = uk(x + a) (5.48)

Diese setzen sich also aus einer ebenen Welle und einer beliebigen periodischen Funk-
tion mit der Periodizitdt a zusammen. Wendet man nun den Translationsoperator
an, verschiebt er die urspriingliche Funktion nur um eine bestimmte Distanz:

Teou,(z) = eik(z+a)uk(x + a) = e*e* oy (2) (5.49)

Hier sind die erlaubten Werte fiir £ und in weiterer Folge auch die Zustandsdichte
dieselben wie im Vakuum, wenn man fiir die Kantenlénge der Box L = Na fordert,
d.h. das sie ein ganzzahliges Vielfaches der Periodizitat ist, denn dann erfiillen so-
wohl der periodische Teil u(x) als auch e periodische Randbedingungen.

Als Losung von (5.47) finden sich, wie fiir alle linearen Differentialgleichungen 2ter
Ordung, zwei linear unabhéngige Losungen, aus denen alle anderen Losungen zu-
sammensetzbar sind. Es ist zweckméfig diese so zu wahlen, dass sie die Randbedin-
gungen erfiillen:

GO0)=1  §O)=0 &O)=0 &O0)=1 (5.50)
Damit ergibt sich fiir die Region I:
& (x) = cos (f) & = %sin (if) (5.51)

und fiir die Region II:

&1 (z) = cos (jf) Ccos (:(:v — b)) — Zsin <o;b> sin (:(ZE - b)> (5.52)
&(z) = %sin (tf) cos (2}2(3: — b)) + % coS (if) sin (:(3: — b)) (5.53)

Diese Gleichungen werden vom Translationsoperator um eine Periode verschoben,

sodass gilt:
Gz +a)]  [Tu Tl [&(z)
[fz(era)] B [Tm Tml l@(@] (5.54)

Die vier Matrixelemente des Operators lassen sich mit dem Wissen der Funktionen
bei x = 0 aus (5.50) bestimmen:

me+@]:l&m>£K@]FA@] (5.55)

&(r +a)



Die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Translationsoperators lassen sich dann ana-
lytisch bestimmen:

1 2@
Ay = 5(& + D) £y = fz(a)—éll(a)iD (5.56)

a(w) = & (a) + &la) und D=+Va2-4

Nun lassen sich zwei Félle unterscheiden: Ist || < 2 wird D imaginér und die Eigen-
werte bilden ein komplex konjugiertes Paar am Einheitskreis. D.h. die Anwendung
des Translationsoperator bedeutet keine Anderung der Amplitude — diese bleibt kon-
stant 1 — sondern nur eine Phasenanderung, was einer propagierenden Welle durch
ein mehrschichtiges Material entspricht. Ist hingegen |«| > 2 sind beide Eigenwerte
reell, wobei einer von ihnen grofler und der andere kleiner als 1 ist. Damit folgt,
bei wiederholter Anwendung des Operators, auch eine exponentiell steigende und
eine exponentiell fallende Eigenfunktion. Fiir eine Welle in einem mehrschichtigen
Material wiirde dies bedeuten, dass sie nicht durch das Material durchgeht, sondern
hinausreflektieren wird, da ihre Amplitude exponentiell abfillt. Ein exponentielles
Anwachsen (einer von links kommenden Welle) ist physikalisch nicht plausibel, al-
lerdings zeigt sich, dass dies als exponentieller Abfallen einer von rechts kommenden
Welle zu sehen ist. Der Abfall geht wie exp(—z/J) mit 6 = oy und zeigt
sich in Abb. 5.9 im Verhalten der Losungen in Abhangigkeit von der Frequenz. Dabei
lauft zwar in den weilen Bereichen das Licht ungehindert durch das Material, wird
aber in den grauen herausreflektiert, da dort die exponetiell abfallende Funktionen
gelten. Die rote Linie zeigt, wie tief die Losungen — abhédngig von ¢ — in das Mate-
rial eindringen. Dies ist vor allem im Ubergangsbereich zwischen den Bereichen gut
moglich, da hier ¢ divergiert.

\
4l
3L
bla
I U
1
1 1 1 1
0 @ Dmax

Abbildung 5.9: Erlaubte (weil) und nicht erlaubte (grau) Frequenzbereiche eine
geschichteten Materials. Die Eindringtiefe der Photonen ist durch die rote Kurve
gezeigt.

Die Eigenfunktionen des Translationoperators lassen sich numerisch mittels einem
Programm auf der Homepage berechnen und es zeigt sich, dass sie fir |a| < 2 zwar
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Bloch-Form, aber keine wohldefinierte Wellenldnge besitzen und somit keine glatten
Sinuswellen sind (Abb. 5.10). Betrachtet man aber die erzeugenden Funktionen von
(5.64) getrennt, erkennt man gut deren Periodizitdt und dass die urspriingliche Ex-
ponentialfunktion e’** nur mit der Zahl — im Falle einer propagierenden Welle dem
Eigenwert des Translationsoperator — e?** multipliziert wird.

In einem einheitlichen Material findet man, wie etwa zuvor im Vakuum, w = ck

0.3

M Re(&)
0.2
M Im(&;)
0.1
0.0
Er
-0.1
-0.2
-0.3
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
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15
| ikx:
10 Re(e™)
B Im(erkx)
0.3 N
g 0.0
elkx
-0.3
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0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
x'a
0.30
B Reliy)
0.20 B Ini:y) r
0.10
B 000
0.10
-0.20
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
x'a

Abbildung 5.10: Eigenfunktionen des Translationsoperators in Real- und Imaginér-
teil getrennt (oben) und dessen periodische Bestandteile e*® (mittig) bzw. uy (un-
ten).

als Dispersionsrelation, also eine Gerade mit der Lichtgeschwindigkeit als Steigung.
Im Gegensatz dazu ist die Dispersionsrealtion fiir ein geschichtetes Material durch
folgende zwei Gleichungen gegeben, wobei fiir ein vorgegebenes w zunachst a und
anschlieend k& berechnet werden muss.

wb w A4k wh w
-9 = “(a—1)) — 2—25in(—) sin(—(a — .
a(w) cos( - )Cos(c2 (a—1)) e sin( - )sm(c2 (a —1)), (5.57)
1., [4
== = .
k " tan™ " ( o ) (5.58)

96



Stellt man diese Dispersionsrelationen? jener im Vakuum gegentiiber (Abb. 5.11),
zeigt sich, dass beide gleich starten, denn auch hier bewegen sich im Vergleich zur
Periodizitit lange Wellenldngen (bei niedrigem k) mit konstanter Geschwindigkeit
fort. Beim Annédhern an die graue Zone, dndert sich aber die Lichtgeschwindigkeit,
die Kurve knickt ein und trifft im Winkel von 90° auf die gestrichelte Linie, welche
die Grenze der ersten Brillouin-Zone kennzeichnet. Im grauen Bereich sind keine
Frequenzen erlaubt, da das Licht hinausreflektiert wird und erst anschliefend setzt
sich die Kurve im erlaubten Frequenzbereich fort.

Uniform material Layered material

0 k 0 T k 27

a a

Abbildung 5.11: Dispersionsrelation eines gleichformigen (links) und eines mehr-
schichtigen Materials (rechts).

Bei der Berechnung der Dispersionsrelation zeigt sich, dass man (5.58) auch zu

4
tan(ka) = i 1 (5.59)
umformen und man erkennt, dass es durch die Mehrdeutigkeit des Tangens unend-
lich viele Werte fiir k£ gibt. Die Konvention ist es nun, das kleinste £ zu nehmen,
d.h. jenes welches innerhalb der ersten Brillouin-Zone liegt. Dadurch werden alle
Kurven im rechte Bild in Abb. 5.11 in die erste Brillouin-Zone geklappt und man

erhélt Abb. 5.12 links.

Diese Vorgehen ist legitim, da die Losungen Bloch-Form besitzen und somit aus
periodischen Funktionen bestehen. Diese kann man als Fourierreihe schreiben:

ezkxuk(m) _ eikz Z anez?ﬂna;/a (560)

4Der Grund warum iiberhaupt von einer Dispersionsrelation gesprochen wird, hat mit dem
Verhalten von Lichtpulsen in einem solchen Material zu tun. Ein einzelner Lichtpuls setzt sich aus
verschiedensten Wellenldngen mit einheitlicher Frequenz zusammen. Solange er durch ein einheit-
liches Medium propagiert, behélt er seine urspriingliche Form bei, aber sobald er sich der grauen
Region nihert, dndert sich die Steigung der roten Linie, was eine Anderung der Lichtgeschwindig-
keit bedeutet. Da sich folglich nun verschiedene Komponenten des Lichpulses mit verschiedenen
Lichtgeschwindigkeiten bewegen beginnt sich der Puls nach einiger Zeit aufzuweiten. Diese Aus-
breitung wird "Dispersion’ genannt.
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Liegt dieses k auflerhalb der ersten Brillouin-Zone, kann man es in ein innerhalb
der Zone liegendes k' plus eine ganzzahliges Vielfaches eines reziproken Gittervektor
aufspalten. Mit diesem k = k' + %Tm ergibt sich

eikazuk ($) _ eik T Z aneiZW(n+m)x/a (561)

n

Diese Funktion ist immer noch periodisch in a, sodass k und &" d4quivalent sind.

Besitzt man die Dispersionsrelation, kann man wieder numerisch die Zustandsdichte
berechnen, die nun nicht mehr parabelférmig, sondern eine Funktion mit zahlreichen
Singularitaten ist, wie Abb. 5.12 rechts zeigt. Im Vergleich mit der Dispersionsrelati-
on, zeigt sich, dass die flachen Bereiche der Kurven eine erhohte Dichte an Zustdnden
widerspiegeln, da in einem geringeren w-Bereich mehr ks auftreten.

Ausgehend von der Zustandsdichte lésst sich, analog zu der Planck’schen Strah-

D(m)

a
Al
1

0 k /a 0 ® Dmax
Abbildung 5.12: Dispersionsrelation in der ersten Brillouin-Zone (links) und die dar-
aus berechnete Zustandsdichte (links).

lungskurve, die Energiedichte berechnen. Wie in Abb. 5.13 erkennbar, weist auch
die spektrale Energiedichte Bereiche auf, die nicht erlaubt sind. Wiirde man tiber
das gesamte Spektrum integrieren, konnte man die innere Energie bestimmen und
in weiterer Folge die anderen thermodynamischen Gréflen berechnen.

2\ I
2T |\ \

,'.!

u(em)

0 [0) ), max

Abbildung 5.13: Spektrale Energiedichte.
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Dreidimensionaler photonischer Kristall

Die Berechnung der Dispersionsrelation die gerade im eindimensionalen Fall darge-
legt wurde, kann natiirlich auch auf dreidimensionale Probleme umgelegt werden.
Ein Beispiel dafiir ist ein photonischer Kristall, welcher eine periodische raumliche
Struktur mit unterschiedlichen Lichtgeschwindigkeiten aufweist. Diese kann z.B. her-
gestellt werden, indem in einen Siliciumkristall eine Struktur, wie in Abb. 5.14 zu
sehen, gedtzt wird, wobei Silicium eine dielektrische Leitfahigkeit von e€g; = 12 und
der Raum dazwischen eine dielektrische Leitfahigkeit von €., = 1 besitzt.

@%

21% gap

gap for n > ~4:1

Abbildung 5.14: Struktur eines photonischer Kristall (links) und dessen Dispersions-
relation (rechts).

Betrachtet man die Dispersionsrelation erkennt man daher eine Liicke, in welcher
keine erlaubten Frequenzen liegen, d.h. das Licht wird in diesem Frequenzbereich
herausreflektiert. Dieses Verhalten wird z.B. in optischen Leitern verwendet, um
Photonen auf bestimmten Pfaden zu halten oder zu manipulieren. Die Beschriftung
der x-Achse des Dispersionsdiagramms spiegelt die verschiedenen Ausbreitungsrich-
tungen der Lichtwelle wider, die im vorliegenden fce-Bravaisgitter moglich sind. Aus-
gehend vom Ursprung I' korrespondiert z.B. X mit der Richtung [100] und L mit
[111], wobei beide Punkte auf den Grenzflichen der Brillouin-Zone liegen. In beiden
Fallen zeigt sich, dass fiir kleine £ um I' eine ziemlich konstante Lichtgeschwindig-
keit herrscht und erst zu den Grenzen der Brillouin-Zone flacht die Kurven ab und
trifft schlieflich mit 90° auf diese. Auflerdem zeigt sich dort, dass die niedrigsten
Losungen bereits recht hohe Frequenzen aufweisen, da sie rdaumlich gesehen weit
vom Ursprung entfernt sind, um welchen man eher niedrige Frequenzen antrifft.
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Zur Berechnung in drei Dimensionen geht man von der dreidimensionalen Wellen-
gleichung aus:

dt?
Auch hier ist die Lichtgeschwindigkeit eine periodische Funktion des Ortes und die
Losungen der Wellengleichung haben ebenfalls Bloch-Form:

(V24 =

(5.62)

¢ = "y (7) (5.63)

Diese Losungen sind wieder Eigenfunktionen des Translationsoperators, der sie um
T zu einem aquivalenten Ort im Gitter verschiebt, da seine Anwendung wieder die
urspriingliche Funktion mal einer komplexen Zahl ergibt:

— — - P
—.

T, (7) = e* Dy (F+ T) = e ey (7) (5.64)

Zur Losung der Wellengleichung verwendet man haufig die Methode der ebenen Wel-
len. Dazu entwickelt man beide Seiten von (5.62) als Fourierreihe, also als Summe
iiber alle k, da man sich vorstellt, das der Kristall eine Box mit periodischen Rand-
bedingungen ist und als Losung jede Funktion in Frage kommt, die diese erfiillt. Die
relevanten Fourierreihen

o)=Y béeié'r A=) Agei(E'F_”t) (5.65)
e} i
werden in die Wellengleichung eingesetzt und es ergibt sich schliefSlich:

Z Z(_Hz)béAﬁei(é-Mﬁ-ﬂwt) — 2 Z AEei(E-ﬂwt) (5.66)
kG E

Greift man daraus nur jene Elemente heraus, bei denen die linke und die rechte Seite
dieselbe Wellenldange besitzen, sprich wo gilt, dass

G+R=ker=k-G (5.67)

erhilt man einen Satz von linearen Gleichungen der Form

S (k- G)PogAp g = w?A; (5.68)

—

G

Hier sind sowohl die reziproken Gittervektoren G des Kristalls als auch die Koeffi-
zienten b, die flir die Modulation des Lichtes stehen, bekannt. Wahlt man nun ein
k erhilt man ein lineares Gleichungssytem fiir die Berechnung der zugehorigen As,
welches man auch als Matrix auffassen kann. Die Eigenwerte dieser zeigen dann, wel-
che Frequenzen w zu dem gewéahlten k gehoren. Wie man sieht ist die Verwendung
von ebenen Wellen sehr praktisch, da sie ein Problem mit Differentialgleichung in
eines mit algebraischen Gleichungen umwandelt, welches in der Regel viel einfacher
zu l6sen ist.
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Kapitel 6

Phononen
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6.1 Gitterschwingungen

Gitterschwingungen /Phononen sind Schwingungen der Atome in einem Kristall.
Laut Wikipedia ist ein Phonon ein Quasiteilchen, das in der theoretischen Festkor-
perphysik verwendet wird, um die Eigenschaften der quantenmechanisch beschrie-
benen Gitterschwingungen in einem Kristall mit Hilfe eines vereinfachten Modells
beschreiben zu kénnen. Phononen sind delokalisiert, das heifit ein Phonon existiert
im ganzen Kristallgitter und lasst sich keinem bestimmten Ort zuordnen.

Das einfachste Modell zur Beschreibung des Schwingungsverhalten von Festkorper
ist jene, die Kristallstruktur zunachst als eindimensionale Atomkette zu betrach-
ten. Die Atome stellen hierbei die oszillierenden Massen dar, welche iiber Federn
gekoppelt sind. Folgende Schritte werden benotigt:

o Aufstellen des Newton’schen Gesetzes

o Die Losungen der Normalschwingungen finden
(Normalschwingungen oder Normalmoden in einem oszillierenden System sind
spezielle Losungen, bei denen alle Teile eines Systems mit derselben Frequenz
(Normalfrequenz oder erlaubte Frequenz) schwingen.)

e Quantisiere die Normalschwingungen
o Finde die Zustandsdichte der Phononen
e Berechne die innere Energie durch integrieren iiber alle Zustédnde

o Berechne die Thermodynamischen Groen (z.B. die spezifische Warmekapazi-
tat)

6.1.1 Schwingung von einer Masse und einer Feder

{ Tﬂ‘

Abbildung 6.1: Schwingungen von einer Masse und einer Feder, (Lecture 17.Nov
2010).

Ausgehend von Newton’schen Gesetz mit der Kraft des Hook’schen Gesetzes (k...Federkonstante):

d?x
Die Losung schaut folgendermaflen aus:
T = Ae™ (6.2)

Durch Einsetzen in das Newton’sche Gesetz:
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—w*mAe” ™ = —kAe™! (6.3)

Daraus folgt:

w=/k/m (6.4)

6.1.2 Zwei Massen

o e s

Abbildung 6.2: Schwingungen von 2 Massen und 3 Federn (Lecture 17.Nov 2010).

Das etwas schwierigere Problem besitzt zwei Massen und drei Federn mit der Fe-
derkonstante K. Die Kraft auf die erste Masse hédngt nicht nur von der Position der
ersten Masse ab, sondern hédngt auch von der Lokalisation der zweite Masse ab. x;
entspricht dier Auslenkung der ersten Masse und x5 ist die Auslenkung der zweiten
Masse. Aufstellen des Newton’schen Gesetzes:

M‘fl = —KQIl -+ K(LUQ - 1’1) (65)
M.fl.jQ = —K.Q?z +K(l‘1 — .2?2)

Da wir die Losung fiir eine Normalschwingung suchen (d.h. alle Komponenten be-
wegen sich mit der selben Frequenz), wihlt man den Ansatz:

T (t) = Aleth xz(t) = AQ@th (66)

Durch Einsetzen ins Newton’sche Gesetz:

—wWMA ™ = 2K A" + K Aye™* (6.7)
—wrMAe™ = 2K Aje™! + K Aye™t

Und in der Matrixdarstellung:

il e

Die K Werte sind bekannt. Die Eigenwerte der Matrix geben die Eigenfrequenzen
des Systems an. Da es sich um eine 2x2 Matrix handelt gibt es zwei Eigenfrequenzen.
Die Eigenvektoren der Matrix geben die Eigenmoden an.
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Abbildung 6.3: Massenkette (Lecture 17.Nov 2010).

6.1.3 Die lineare Massenkette

Im Folgenden soll eine Kette aus Atomen gleicher Masse m im Abstand a betrachtet
werden. Die Federkrafte sind fiir alle Atome gleich. Anwenden auf die Newton’schen
Bewegungsgleichungen fiihrt zu folgendem Ausdruck fiir das s-te Atom der Kette:

d?u,
m
dt?

= C(usy1 — us) — Clus — us_1) = C(usr1 — 2us + us_1) (6.9)

Das Gesamtpotential der Kette ist beztiglich des Atomabstands a periodisch. Bereits
in 5.4 wurde auf das in solchen Fallen anwendbare Bloch’sche Theorem eingegangen:
Fiir ein periodisches Potential der Form V' (z) = V(z + a) vertauscht der Hamilton-
Operator mit dem Translationsoperator. Daher besitzen sie einen gemeinsamen Satz
von Eigenfunktionen. Diese sind von der Form ¢,(x + na) = "¢, (x) (siche auch
S. 173f. im Quantenmechanikskriptum von Prof. Evertz).

Fiir die weitere Behandlung ist der Begriff der Blochwelle wichtig. Der genannte
Phasenfaktor e*"* kann auch als Welle der Form e*(*”¢=%%) hetrachtet werden. Durch
Einsetzen der Eigenfunktionen des Translations Operators u, = Aje'#59=%t) liefert
eine Bedingung an die Winkelgeschwindigkeit der Blochwelle:

_w2m€i(ksa—wt) _ C(ei(k(s—f—l)a—wt) o 26i(ksa—wt) + ei(k(s—l)a—wt)) (610)

i(ksa—wt

Durch kirzen von e ) erhalten wir:

—w?m = C(e™* — 2 4 =) (6.11)
Uber die Definition des Kosinus: cos(z) = 1(e** + ¢~**) kommt man auf:

w?m = 2C(1 — cos(ka)) (6.12)

Uber die Beziehung sin2(’“—2“)

w(k):

+(1 — cos(ka)) erhalten wir die Dispersionsrelation

w= \/fsm(k;) (6.13)

Diese Beziehung gibt an, welche Frequenz w ein spezielles k besitzt. Fiir jedes k in
der ersten Brillouin Zone ! hat man eine Losung der Eigenfunktion. Durch Einsetzen
des k in die Dispersionsrelation bekommt man die dazugehoérige Frequenz w.

!Die erste Brillouin-Zone ist das kleinste Volumen, das vollstéindig von den Ebenen eingeschlos-
sen wird, die die vom Ursprung aus gezeichneten reziproken Gittervektorenn in der Mitte senkrecht
schneiden. Siehe Kittel Kapitel 2 S. 40.
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Aus der Dispersionrelation kann man sich die Schallgeschwindigkeit ¢, fiir kleine
Frequenzen berechnen. Fiir kleine Frequenzen ist die Schallgeschwindigkeit fast kon-
2

stant. Fiir kleine ¢ kann man sin(¢) ~ ¢ approximieren und es folgt mit k& = 57:

w C
Cs = AV ’ \/ —a (6.14)

6.1.4 Dispersionsrelation fiir Gitterschwingungen

(6.13) stellt die Dispersionsrelation, also den Zusammenhang zwischen Winkel-
geschwindigkeit w und Wellenzahl k € [—7, 7], dar. Abb. 6.4 zeigt den Verlauf der
Dispersionsrelation in der ersten Brillouin-Zone.

m ¥
a 0 '

K
|-——— First Brillouin zone 44

Abbildung 6.4: Dispersionsrelation in der ersten Brioullin Zone (Lecture 22. Nov
2010).

Aus der Dispersionsrelation ldsst sich die Zustandsdichte (Density of States) D(w)
dk

berechnen. Mit D(k) = X ? und der Beziehung D(w) = D(k)d— und mit aus (6.13)
w

kommende Beziehung dw = a\/gcos(%“)dk folgt:

D(w) = 2P (6.15)

Mit Hilfe der Zustandsdichte kann die innere Energie berechnet werden: Wenn man
weil wie viele Zustdnde bei einer gewissen Energie sind und die Wahrscheinlichkeit,

2Bei Phononen wire eigentlich im 1D Raum D(k) = %, da es sich um eine atomare Kette
handelt, ist die longitudinale Schwingung der einzige Freiheitsgrad.
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Abbildung 6.5: Hier sind die erlaubten k Werte fiir ein System mit 13 Atomen
eingetragen (Lecture 22. Nov 2010).

dass eine gewisse Anzahl von Bosonen in diesen Zustand vorliegen (durch den Bose-
Einstein-Faktor) kann man die Energie bei einer bestimmten Frequenz berechnen.
Aus Abb. 6.4 ldsst sich erkennen, dass die Frequenz der Atomschwingungen einen
Maximalwert besitzt, die sogenannte Debye-Frequenz. Abb. 6.7 zeigt die Zu-
standsdichte D(w). Anhand dieser kann man erkennen, dass die Zustandsdichte kon-
stant bei niedrigen Frequenzen ist. Knapp unter der Debye-Frequenz divergiert die
Zustandsdichte. Dieser Punkt heifit Van Hove-Singularitat.Van Hove-Singularitéaten
treten besonders haufig in eindimensionalen Problemen auf.

Fiir |[k| << Z geht (6.13) in eine lineare Dispersionsrelation w = c|k| iiber, wie sie

2 2

0
als Losung der Wellengleichung a—tg — 25 Y quftreten. In diesem Bereich zeigt die

da?
Gitterschwingung also keine Dispersion. Das Ergebnis, dass die Frequenz im lang-
welligen Grenzfall direkt proportional zum Wellenvektor ist, ist gleichbedeutend,

dass die Schallgeschwindigkeit unabhangig von der Frequenz ist.

6.1.5 Ketten mit verschiedenen Massen

Das unter 6.1.3 behandelte Modell setzt voraus, dass die wechselwirkenden Atome
gleichartig sind, d.h. Masse und Potential an jedem Gitterpunkt gleich sind. Doch
ein leicht modifiziertes Modell ldsst sich auch auf den Fall anwenden, dass zwei ver-
schiedenartige Atome alternierend zu einer Kette zusammengefiigt werden.

Die Newton’schen Bewegungsgleichungen fiir das s-te Teilchenpaar M; / Ms liefern

= C(vgy1 — 2us + vg) (6.16)

106



AC | . ( ka :
o = — 81N | —
m 2
C)—._.. 10 J .'_.-ll
L i E
" ] -
L3 1 o
@l L-\ 3 "/
~ac fm . s o
. .
%71 #
i
L
-] bl
o O [P e

for every & calculate the frequency

Abbildung 6.6: Berechnung der Frequenz mit Hilfe der k Werte. Man kann erkennen,
dass sich die unteren Frequenzbereiche konstant verhalten und desto naher man zur
Debye Frequenz kommt umso mehr Losungen gibt es in einem Frequenz Bereich
(Lecture 22. Nov 2010).

d?v,

2 = Cus — 205 + Ugiq) (6.17)

Als Losungen dieser Gleichungen kénnen wieder Blochwellen der Form u, = ue?kne=«t)

und v, = ve!e=w!) angesetzt werden. Einsetzen liefert:

—w?Myu = Cv(1 + e7*) — 2Cu
—w?Myv = Cu(1 + e*) — 2Cv

bzw. alternativ dazu in Matrixschreibweise:

WMy — 20 C(1+ e *)] [u]
C(l + ez‘ka) WQMQ — 20 =0 (618)

A

Das Losen dieses Gleichungssystems kann iiber Nullsetzen der Determinante von A
erfolgen. Dies ergibt:

My Myw®* — 2C(M; + My)w? + 2C%*(1 — cos(ka)) =0 (6.19)

Die Losungen fiir diese Gleichung nach w? sind

1 1 1 1 4sin?(ka)

w2:C(—|—)iC\/(+)2 M

6.20
M1 M2 Ml M2 ( )
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Abbildung 6.7: Van Hove-Singularitiat (Strichlierte Linie ist die Debye-Frequenz)
(Lecture 22. Nov 2010).

o e s O v e

Abbildung 6.8: Kette mit zwei unterschiedlichen Massen (Lecture 22. Nov 2010).

Es gibt also im Vergleich zu (6.13) zwei mogliche Dispersionsrelationen. Abb. 6.9
zeigt diesen Zusammenhang. Man bezeichnet die beiden Losungen als Zweige. Je-
ner mit der positiven Wurzel wird als optischer Zweig, der andere als akusti-
scher Zweig bezeichnet. Die Schwingungsfrequenz des optischen Zweigs ist fiir
alle k-Werte hoher als jene des akustischen. Die Zweige stellen zwei grundsatzlich
verschiedene Schwingungsformen dar: Beim optischen Zweig schwingen die beiden
Massen gegenphasig, beim akustischen in Phase. Jedoch ist die horbare akustische
Schallwelle nur in der Nahe des Ursprungs (wo der Zweig linear ist). Zwischen akus-
tischen und optischen Zweig ist eine Bandliicke wo keine Phononen liegen. Auch
iiber den optischen Zweig sind keine Phononen. Je grofler der Unterschied zwischen
den Massen, umso grofier ist die Liicke. Bei & = 0 ist der akustische Zweig im Ur-
sprung, jedoch hat der optische Zweig die hochste Frequenz, da die Massen genau

1
gegenphasig sind. Die Frequenz am Rand ist 727%2.

Weiters ist in Abb. 6.9 rechts, die aus (6.20) hergeleitete Zustandsdichte dargestellt.
Im Vergleich zu (6.15) weist die Zustandsdichte mehrere Singularitéten auf. Die Di-
spersionrelation und Zustandsdichten sind also charakteristisch fir die Atomkette.

Man kann Aussagen treffen, ob die gekoppelten Massen gleichartig oder unterschied-
lich sind.

Wenn eine lineare Massenkette mit gleichen Massen vorliegt, dann ist die Lange
der Einheitszellen a. Wenn man bei jedem zweiten Atom eine kleine Masse dazu-
gibt, dann éndert sich die Distanz der Einheitszelle zu 2a. D.h. die Brillouin-Zonen
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Abbildung 6.9: links: Optischer und akustischer Phononenzweig der Dispersionsrela-
tion eines linearen Gitters mit zwei verschiedenen Atomsorten. Die Grenzfrequenzen
fir K =0 und K, = 7 sind eingezeichnet; a ist die Gitterkonstante; rechts: selbe
Problem wie links (2 versch. Massen); zu den Frequenzen w kann man sich die Zu-
standsdichten D(w) berechnen; Kurz vor der Bandlicke wird D(w) horizontal und
divergiert; vor und nach der Bandliicke und ganz am Ende des Diagrammes sind gut
die Van-Hove-Singularitéiten zu erkennen (Lecture 22. Nov 2010).

Rénder dndert sich von = zu g, siche Abb. 6.11. Die Moden, die nun auflerhalb
des "neuen'Randes sind (die kurzen Wellenléngen der gleichen Massen) sind nun
zurlickgefaltet und werden zu einen optischen Zweig. Wenn der Massenunterschied

grofler wird, wird auch die Bandliicke grofer.

Anmerkung zu den dreidimensionalen Féllen: Fiir die 3D Falle liegt bereits eine Ta-

belle vor: http://lamp.tu-graz.ac.at /hadley /ss1/phonons/phonontable.html (auch die
linearen Massenketten wurden dort zusammengefasst. Zusétzlich findet man beim

e-learning Kurs eine Zusammenfassung: fcc with linear springs to nearest neighbors

und bce with linear springs to nearest neighbors.

3 Dimensionen

Wenn sich p Atome in einer Einheitszelle befinden, dann gibt es 3p Zweige in der
Dispersionsrelation. Davon gehoren drei Zweige zu den akustischen Zustdande und
3p-3 Zweige zu den optischen Zustanden.

6.1.6 Inelastische Streuung durch Phononen

Elastische Streuung (wie bei Rontgenstrahlung):

Man schickt einen Neutronen Strahl auf eine Probe, wobei der grofite Teil des Strahls
durch die Probe geht. Die meisten Neutronen werden elastisch gestreut. D.h. die
Energie des eintretenden Strahls hat dieselbe Engerie wie der austretende Strahl.
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Abbildung 6.10: Schwarze Linie: gleiche Massen; bei leicht unterschiedlichen Masse
der Atome wird die erste Brioullin-Zone kleiner und die kleinen Wellenléingen die
auflerhalb der neuen ersten Brioullin-Zone liegen werden zuriickgeklappt und bilden
den optischen Zweig (rote Linie) (Lecture 22. Nov 2010).

Wenn man mit einer Messung beginnt, sieht man meisten am Anfang der Messung
nichts, da die Beugungsmaxima sehr scharf sind. Durch Anderung der Position (des
Winkels) des Detektors wird man Beugungsmaxima wahrnehmen. Da man die Lénge
des ein- und ausfallenden Strahls und die Winkel kennt, kann man den reziproken
Gittervektor G berechnen. Diesen Vorgang wiederholt man einige Male und notiert
sich immer den reziproken Gittervektor G. Man wird erkennen, dass dieses Gitter zu
einen der 14 bekannten Bravais-Gitter gehort (es gibt auch 14 dazugehorige reziproke
Bravais-Gitter) . Man bekommt das reziproke Gitter und dadurch kann man das
reale Gitter bestimmen. Zusitzlich kann man die primitiven Gittervekktoren im
realen Raum berechnen.

Qu
B

Diffraction condition for elastic scattering

K=k+G

-

Abbildung 6.11: elastische Streuung (Lecture 22. Nov 2010).

Inelastische Streuung:

(Kittel) Die Dispersionsrelation von Phononen w(K) bestimmt man meist durch in-
elastischen Neutronenstreuung, die mit der Emission oder Absorbtion eines Phonons
einhergeht (Ein kleiner Teil der gestreuten Neutronen werden auch inelastisch ge-
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streut). Die Kinematik der Streuung eines Neutronenstrahls an einem Kristallgitter
wird durch die allgemeine Auswahlregel fiir Wellenvektoren:

k+G=k+K (6.21)

und den Energieerhaltungssatz beschrieben. K ist der Wellenvektor des in dem Pro-
zess erzeugten (+) oder absorbierten (- ) Phonons; G ein beliebiger Vektor des rezi-
proken Gitters. Wir wahlen G so, dass K in der ersten Brillouin-Zone liegt, wie dies
fiir ein Phonon der Fall sein muss.

Die kinetische Energie des Neutrons ist p?/2M,,, wobei M,, die Masse des Neutrons
ist. Der Impuls p'ist durch hk gegeben (wobei k der Wellenvektor des Neutrons ist.
Der Energiesatz lautet:

h2 /{32 thQ
oM,  2M,

+ hw (6.22)

Hier ist hw die Energie des Phonons, das im Streuprozess erzeugt (+) oder absor-
biert (-) wurde. Um die Dispersionsrelation zu bestimmen, ist es nétig, experimentell
den Energiezuwachs oder Energieverlust der gestreuten Neutronen als Funktion der
Streurichtung k — k' zu messen.

Quellen:
o http://de.wikipedia.org/wiki/Normalschwingung
 Einfithrung in die Festkérperphysik, Ch. Kittel Kapitel 5 & 6 (14.Auflage)

6.2 Thermische Eigenschaften

Dieses Kapitel behandelt die Warmekapazitat eines Phononengases und die Aus-

wirkungen anharmonischer Gitterwechselwirkungen auf die Phononen und auf den
Kristall 3.

Zustandsdichte

Der Begriff der Zustandsdichte wurde bereits im Kaptiel Photonen behandelt, da
Kittel D(k) aber erst im Kapitel 5 einfiihrt, wird dieser Begriff nochmals besprochen:

Um die Frage nach der Anzahl der Wellen, welche in eine Fliache L x L x L mit
periodischen Randbedingungen passen, beantworten zu kénnen, muss der Begriff
der Zustandsdichte verstanden werden. Die Zustandsdichte D(k) ist die Anzahl der
Zustande zwischen k und k+dk pro Volumeneinheit.

In Abb. 6.12 stellen die Punkte die erlaubten Werte des Phononenwellenvektors
k (der Wellenvektor wird durch die periodischen Randbedingungen auf bestimmte

3Zusatzlektiire: Ch. Kittel, Einfithrung in die Festkorperphysik, Kapitel 5 Phononen II
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Abbildung 6.12: Zustandsdichte

Werte beschrinkt) im Fourierraum fir ein quadratisches Gitter (Gitterkonstante a),
angewandt auf einem Quadrat der Seitenlinge L. = 10a, dar. Pro Fléachenelement
(27/10a)* = (27/L)? gibt es einen erlaubten k-Wert, so dass innerhalb des Kreises
der Fliche 7K? die Anzahl von erlaubten Punkten (gerundet) mK?(L/2m)? (d.h.
Fliche im Kreis/Fliche des Flichenelements) betriagt?.

Zustandsdichte:

in 1.Dim.: Dyp(k) = £ (6.23)

m

k
in 2.Dim.: Dyp (k) = 729— (6.24)

m

. o pk?
in 3.Dim.: Dsp(k) = o2 (6.25)

mit p der Anzahl an Polarisationen

Vorgehensweise bei der Berechnung von thermodynamischen Eigenschaf-

ten®:

1. Aufstellen der Bewegungsgleichungen

2. Einsetzen der Eigenfunktionen des Translationsoperators T in die Bewegungs-
gleichungen. (Aufgrund der Symmetrie des Problems sind die Eigenfunktionen
des Translationsoperators T die Normalmoden der Bewegungsgleichungen.)

3. Berechnen der Dispersionsrelation w(k).

4. D(w) berechnen: D(w) = D(k)%

5. Ausgehend von der Zustandsdichte D(w) konnen die Innere Energie® und an-
dere thermodynamische Eigenschaften errechnet werden.

4Ch. Kittel, Einfiihrung in die Festkorperphysik, 14. Auflage, S.127

5siehe auch vorhergehendes Kapitel

6In diesem Kapitel wird, wenn von der Inneren Energie die Rede ist, vom physikalisch-
thermischen Anteil gesprochen. Zusammensetzung der inneren FEnergie: Der physikalisch-
thermische Anteil (thermische Energie) beruht auf den gesamten ungeordneten, mikroskopischen
Bewegungen der Molekiile, d. h. auf der kinetischen Energie plus Rotationsenergie plus Schwin-
gungsenergie der Molekiile, sowie auf intermolekularen Wechselwirkungen. Der chemische Anteil ist
die potentielle Energie der Bindungskréfte bzw. die Bindungsenergie, die in den Molekiilen enthal-
ten ist und zum Beispiel bei einer Verbrennung in Form von thermischer Energie bzw. Warme frei
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6.2.1 Wairmekapazitit/ spezifische Wiarmemenge

Die Warmekapazitat gibt an, wieviel thermische Energie benotigt wird, um die
Temperatur eines Stoffes, um einen gewissen Betrag zu verandern.

Unter Wérmekapazitdt werden wir im Allgemeinen die Wéarmekapazitiat Cy bei
konstantem Volumen verstehen (leichter zu berechnen). Die Warmekapazitiat C,, bei
konstantem Druck wird im Experiment bestimmt. Fiir Festkorper stimmen Cy und
C), weitgehend tiberein, da sich das Volumen von Festkorpern nicht so stark mit dem
Druck andert.

Unter dem Begriff spezifische Warmemenge versteht man jene Menge an thermi-
scher Energie, welche benotigt wird, um die Temperatur einer Mengeneinheit eines
Stoffes um einen gewissen Betrag zu verandern.

6.2.2 Dulong-Petit-Gesetz

Das Dulong-Petit-Gesetz besagt, dass die molare Warmekapazitéit eines aus einzel-
nen Atomen zusammengesetzten Festkorpers einen universalen und konstanten Wert
habe, namlich das Dreifache der universellen Gaskonstante R.

Herleitung:

Die Teilchen in einem Festkorper sind an ihre Platze im Kristallgitter gebunden
und fithren Schwingungen um diese Mittelpositionen aus. Die Schwingung jedes
Teilchens kann in erster Naherung als harmonischer Oszillator beschrieben werden.
Nach dem Gleichverteilungssatz der klassischen statistischen Thermodynamik tragt
jeder der drei Gitterschwingungsfreiheitsgrade jedes Teilchens (je einer in x-, y- und
z-Richtung) bei der Temperatur T im Mittel die kinetische Energie 1/2 kgT. Die
potentielle Energie des harmonischen Oszillators ist eine homogene Funktion 2. Gra-
des in der Auslenkung. Also folgt nach dem Virialsatz, dass die mittlere potentielle
Energie im Mittel gleich der mittleren kinetischen Energie ist. Auf einen Schwin-
gungsfreiheitsgrad entfallt daher im Mittel die Energie kT und auf ein Teilchen mit
drei Freiheitsgraden fiir die Gitterschwingung die Energie 3kT. Ein Mol solcher Teil-
chen tragt also die Energie ' = 3N kpT = 3RT', und die molare Warmekapazitat

st
du
Cy = diT = 3NAI€B =3R (626)

Dabei ist R die universelle Gaskonstante, T die absolute Temperatur, kg die Boltz-
mannkonstante, N, die Avogadro-Konstante.

wird. Der kernphysikalische Anteil bezeichnet die potentielle Energie, die in den Atomkernen vor-
handen ist und die bei Kernzerfillen, Kernspaltungen und Kernfusionen freigesetzt werden kann.
Zudem konnen noch die Wechselwirkungen von magnetischen und elektrischen Elementardipolen
und induzierter Polarisation mit elektrischen und magnetischen dufleren Feldern einen Beitrag
leisten.
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Abbildung 6.13: Vergleich zwischen der exp. best. Molwarme und dem FEinstein-
Modell

Grenzen des Dulong-Petit Gesetzes:

Im Grenzfall hoher Temperaturen wird Cy zu 3Nkpg, dem Dulong-Petitschen Wert.
Bei tiefen Temperaturen fallt Cy mit exp(—fuw/kpgT) ab. Der experimentell be-
stimmte Phononenbeitrag ist dagegen proportional zu T3, wie ihn das Deybe-Modell
liefert. Das Einstein-Modell wird oft verwendet um den Beitrag der optischen Pho-
nonen zum Phononenspektrum geeignet anzunéhern (Abb. 6.13).

Fiir Interessierte:

In Bereichen niedriger Temperaturen weicht das Dulong-Petit Gesetz jedoch, auf-
grund eines quantenmechanischen Effekts zunehmend von den experimentellen Be-
funden ab (Abb. 6.13). Da die Gitterschwingungen quantisiert sind, konnen sie pro
Freiheitsgrad nur Energiequanten der Grofie hy aufnehmen (h: Plancksches Wir-
kungsquantum, v: Schwingungsfrequenz). Insbesondere ist mindestens die Energie
hv pro Freiheitsgrad notig, um die Schwingung tiberhaupt anzuregen. Ist die zur Ver-
fiigung stehende thermische Energie kgT' zu gering, so werden einige Freiheitsgrade
gar nicht angeregt und koénnen nicht durch Energieaufnahme zur Warmekapazitat
beitragen. Die Warmekapazitiat von Festkorpern nimmt daher bei sehr niedrigen
Temperaturen merklich ab und strebt fir 7" — 0 gegen Null (Dritter Hauptsatz
der Thermodynamik). Ist ein Festkorper nicht aus einzelnen Atomen sondern aus
komplizierteren Molekiilen aufgebaut (z. B. CaSO4), so kommen zu den drei Frei-
heitsgraden der Gitterschwingung fiir jedes Teilchen zusétzliche Freiheitsgrade der
Molekiilschwingung hinzu (die Teilchen des Molekiils schwingen gegeneinander). Die
molare Warmekapazitéit eines solchen Festkorpers kann deutlich hoher sein als vom
Dulong-Petit-Gesetz vorhergesagt. Metalle als monoatomare Festkorper befinden
sich meist in guter Ubereinstimmung mit dem Dulong-Petit-Gesetz.

6.2.3 Einstein-Modell

Beim Einstein-Modell werden n Oszillatoren (also n Atome) mit derselben Frequenz
w betrachtet (Abb. 6.14). Die Einsteinsche Zustandsdichte ist

D(w) = 3nd(w — wp), (6.27)

"Ch. Kittel, Einfithrung in die Festkorperphysik, 14. Auflage, S.134
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wobei die Deltafunktion bei wy liegt®.

Da die Dispersionsrelation in alle Richtungen konstant ist, enthalt die Zustands-
dichte eine Deltafunktion. Integriert man iiber die Zustandsdichte erhélt man, wie

gewtnscht, 3n.(3n da: n Teilchen — 3n Normalmoden, 1 in x- Ri., 1 in y- Ri. und 1
in z-Ri.)?

By

D(@)

Abbildung 6.14: Einstein-Model: Dispersionsrelation und Zustandsdichte

Die Innere Energie des Systems ist:

1 3nd(w — wo)
u(w) = D(w)hw = hw
() () exp(kBﬂT) —1 exp(%) —1

Das Integral [;° u(w)dw liefert die totale Innere Energie u (Abb. 6.15).

u(ly ., //
3nhew,

Abbildung 6.15: Einstein-Model: Innere Energie u

Bei héheren Temperaturen wird u(7") linear und liefert daher fiir ¢, einen konstanten

Wert (Dulong- Petit- Gesetz). Dadurch ergibt sich fiir ¢, = 9%:

hwo fuwo
du 3nhwg e eXp(kB—T)

dT exp(kZ“”T) -1

Cy =

8n... density of atoms
9Bemerkung aus Vorlesung
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6.2.4 Debye-Modell

Gegeniiber dem Einstein-Modell, welches n unabhangige Oszillatoren mit identischer
Frequenz annimmt, geht das Debye-Modell von einer Vielzahl mdglicher Frequenzen
und einer von Null verschiedenen Ausbreitungsgeschwindigkeit aller Wellen bzw.
Phononen aus. Jedoch wird durchgehend die Langwellenndherung vorausgesetzt,
d.h. es wird der Einfachheit angenommen, dass bis zu einer Grenzfrequenz, der sog.
Debyefrequenz wp, immer strenge Proportionalitat zwischen Frequenz und Wellen-
vektor (also eine lineare Dispersionsrelation) gilt, wobei ein longitudinaler und zwei
transversale Schallwellen-Freiheitsgrade vorausgesetzt werden (diese Verallgemeine-
rung ist jedoch nur fiir kleine k-Werte korrekt).

Abbildung 6.16: Deybe-Model: Frequenz und Zustandsdichte

Bemerkenswert an diesem Ansatz ist, dass er weitgehend mit den Annahmen Plancks
zur Berechnung der Hohlraumstrahlung identisch ist, denn Planck behandelt die
elektromagnetische Strahlung als Photonen in einer Box, wohingegen in Deybe die
Gitterschwingungen als Phononen in einer Box angesehen werden. Somit ergeben
sich fiir einen erwdrmten Festkorper, bei dem Teilchen in gitterférmiger Anordnung
schwingen, Formeln, die im Aufbau denen fiir einen strahlenden Hohlraum gleichen
(Plancksches Strahlungsgesetz)!°.

Die Zustandsdichte wird im Debye-Modell zu:
_3w?
T 2m2e3
(Schallgeschwindigkeit anstelle von Lichtgeschwindigkeit und 3/2, da 3 Polarisatio-
nen bei Phononen anstelle von 2 bei Photonen)

D(w) (6.28)

Bestimmung der Grenzfrequenz:

Aus )
3w wp
dw = Na*
2m2c3 2m2¢3
10Phononen existieren aber nur bis zu einer Maximalfrequenz, im Debye-Modell also bis zu wp.
Diese Frequenz entspricht im k- Raum einem Grenz- Wellenvektor kp. Im oben genannten Modell
sind also keine Schwingungszustinde zugelassen, deren Wellenvektor grofler als kp; die Anzahl der
Zustédnde mit k < kp ist gleich der Zahl der Freiheitsgrade eines einatomigen Gitters (Ch. Kittel,
Einfiihrung in die Festkorperphysik, 14. Auflage, S.128). Dariiber gibt es keine Normalmoden bzw.
Zustéande.

v/oo D(w)dw = 3N = Nd® /wD (6.29)
0 0
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folgt fiir wp :
6m2c?

. )3 (6.30)

U.JD:(

Oft wird auch einen Debeye-Temperatur 6p definiert: hiwp = kglp.
Ausgehend von :

Anz. der Bosonen in diesem Zustand

—_—
1
u(w) = D(w) - hw - _—— (6.31)
Energie exp(gyr) — 1
kann die Warmekapazitit wie folgt bestimmt werden:
w 2
u= / 7 u(w)dw = i ?w (6.32)
0 2m2c? exp(37) — 1

Dieses Integral ist jedoch schwer zu losen. Fiir tiefe Temperaturen kann die obere
Integrationsgrenze durch oo ersetzt werden, da der Exponentialterm das Integral
noch vor erreichen der Grenzfrequenz abschneidet:

3w? Fiw

~ 6.33
Yo exp(lgg—“T) -1 (6.33)

Dieses Integral kann analytisch gelost werden und somit ergeben sich fiir tiefe Tem-
peraturen folgende Resultate:

3rt T
~ —kp— 6.34
W T g (6.34)
1274 T3
A kp— 6.35
¢ 5 "By, (6.35)

Notiz: Die Warmekapazitit findet man durch Differenziation nach T.

In Kittel findet man eine Tabelle welche die Debeye-Temperatur (und Warmelei-
fihigkeit) der verschiedenen Elemente anfiihrt'!. Betrachtet man ein Material mit
leichter Masse und starken Federn!'? so besitzt es eine hohe Debeye-Temperatur.
Die hohe Debeye-Temperatur kommt daher, weil 0 o wp. Die Debeye-Temperatur
nimmt also entlang einer Reihe bzw. mit Zunahme der Masse ab .

Heute wird die Zustandsdichte meist nicht mehr mithilfe des Einstein-Models bzw.
des Debeye-Models sondern numerisch berechnet.

HCh. Kittel, Einfiihrung in die Festkérperphysik, 14. Auflage, S.133, Tab.5.1
127 B.: Diamant: Diamant ist die kubische Modifikation des Kohlenstoffs und das héirteste be-
kannte Mineral
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Beispiel Silizium:
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Abbildung 6.17: Zustandsdichte von Phononen im Silizium

Silizium besitzt zwei Atome pro Einheitszelle, es sind also sechs gekoppelte Glei-
chungen zu lésen (je zwei in x-, y-, und z-Richtung). Mithilfe der daraus erhaltenen
sechs Eigenwerte kann unter Verwendung der Dispersionsrelation die Zustandsdich-
te berechnet werden.

Betrachtet man nun die Zustandsdichte von Phononen in Silizium (Abb. 6.17), so
bemerkt man einen Hochstwert im optischen Bereich. Das kommt daher, dass die
Anzahl an Losungen im optischen Bereich gleich ist der Anz. an Losungen im akkus-
tischen Bereich (ndmlich drei), die Flachen unter der Kurve miissen gleich grof§ sein.
Im Bereich der niedrigen Frequenzen genitigt die Zustandsdichte dem Debeye- Modell
(sie wichst exponentiell an).

Nachfolgend soll gezeigt werden, wie optische Phononen den Verlauf eines Experi-
ments beeinflussen kénnen:

Hochfeldtransport:

Abbildung 6.18 stellt die mittlere Driftgeschwindigkeit der Elektronen bzw. Locher
in Abhangigkeit zum angelegten elektrischen Feld dar. Normalerweifle gentigt die
Driftgeschwindigkeit dem Ohmschen Gesetz, d.h. die Geschwindigkeit der Ladungs-
trager nimmt linear mit der Stérke des angelegten E-Feldes zu, bei sehr hohen Fel-
dern kommt es allerdings zu einer Sattigung der Driftgeschwindigkeit aufgrund der
Phononenemission der Elektronen.

6.2.5 Anharmonische Wechselwirkungen in Kristallen

Bei der bisherigen Betrachtung von Gitterschwingungen haben wir uns bei der Be-
schreibung der potentiellen Energie auf quadratische Therme beschrinkt. Dies wird
auch als harmonische Theorie bezeichnet. Durch die Verwendung der harmonischen
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Abbildung 6.18: Driftgeschwindigkeitin einem Siliziumkristall

Theorie ergeben sich jedoch bestimmte Folgerungen fiir den Kristall: zwei Gitter-
schwingungen beeinflussen sich nicht gegenseitig, die einzelnen Wellen dndern ihre
Form mit der Zeit nicht, es gibt keine Warmeausdehnung, die Warmekapazitat wird
bei hohen Temperaturen konstant.

In der Praxis gibt es jedoch keinen realen Kristall der diese Folgerungen genau
erfiillt. Die Unterschiede zwischen den idealen, durch die Harmonischen Theorie
beschriebenen und den realen Kristallen ergeben sich aufgrund der Vernachlassi-
gung anharmonischer Terme (Terme héherer Ordnung) bei der Beschreibung von
atomaren Auslenkungen im Kristall. In Folge soll nun die Warmeausdehnung unter
Berticksichtigung anharmonischer Terme erklért werden.

6.3 Warmeausdehnung

Die potentielle Energie kann unter Einbezug anharmonischer Terme mit

U(x) = ca® — ga® — fa' (6.36)

beschrieben werden, wobei die Variabel x die Auslenkung aus Ruhelage bezeichnet.

In der Praxis bedient man sich des Morse- und des Lennard-Jones-Potentials, wel-
che zur anharmonischen Theorie gehoren ( Abb. 6.19). Sie beschreiben wie sich die
Energie bei Veranderung des Abstands zweier Atome in einer Bindung dndert. Im
vorangegangenen Kapitel iber Phononen wurde das Energieminimum (Gleichge-
wichtszustand) mithilfe einer Parabel angenédhert, es wurde also die effektive Feder-
konstante als linear angenommen. In realen Kristallen ist dies jedoch nicht erfiillt.
Nachfolgend werden Auswirkungen dieses nichtlinearen Effekts behandelt:

In einem Festkorper schwingt jedes einzelne Atom um einen Gleichgewichtspunkt
(Zustand niedrigster Energie). Wiirde es sich dabei um harmonische Schwingun-
gen handeln, so misste die Entfernung zwischen den Atomen im Mittel gleich dem
Gleichgewichtsabstand bleiben. Die Wéarmeausdehnung kann daher nicht mit der
Naherung des harmonischen Potenzials beschrieben werden, sondern es muss be-
riicksichtigt werden, dass die potenzielle Energie starker steigt, wenn sich zwei Ato-

119



Potential Energy U(7 [eV]

T T T T T )
0.00 005 0.10 0.15 020 025 0230
Bond Length r {nm]

Abbildung 6.19: Lennard-Jones Potential

me einander niahern, als wenn sie sich voneinander entfernen (Abb. 6.19). Durch die
steilere Potentialkurve sind bei Schwingungen die Auslenkungen in Richtung eines
naheren Nachbaratoms kleiner und gleichzeitig die riicktreibende Kraft grofier als
bei solchen weg vom Nachbaratom (bzw. in Richtung eines weiter entfernten Atoms);
dadurch verbringt das Atom weniger Zeit in der Ndhe des Nachbaratoms, die Ab-
sténde zwischen den Atomen sind im Mittel grofler als der Gleichgewichtsabstand.
Falls die Schwingungen mit geringen Energien stattfinden, ist das Potenzial noch
relativ symmetrisch (es kann wie bereits erwdhnt durch eine Parabel angenédhert
werden), je hoher die Energien werden, desto weiter schwingen die Atome in den
asymmetrischen Bereich des Potenzials und vergréfern so ihren Schwingungsraum.
Bei hoheren Temperaturen kommt es deshalb zur Ausdehnung von Stoffen.

6.4 Warmeleitfahigkeit

Wir beginnen dhnlich zu der kinetischen Theorie idealer Gase: Die Molekiile eines
Gases das sich im thermischen Gleichgewicht befindet, fithren ungeordnete Bewe-
gungen aus und besitzen eine mittlere freie Wegléange 1 bevor sie mit anderen Gas-
molekiilen zusammenstoffen. Steckt man dieses Gas in ein geschlossenes Gefafl und
erhitzt dieses Gefafl auf einer Seite so wird die kinetische bzw. thermische Ener-
gie kT der Gasteilchen auf dieser Seite zunehmen. Aufgrund der lokal mittleren
héheren Geschwindigkeit v stoflen nun die Gasteilchen auf der heifleren Seite mit
mehr Energie zusammen. Der Druck nimmt auf der heifleren Seite des Gefafles nach
dem bekannten Zusammenhang pV = NET zu. Solange also ein thermischer Gradi-
ent besteht, wird die mittlere freie Wegldnge 1 der Gasmolekiile rechts in Abb. 6.20
grofer sein als links da auf der linken Seite die Temperatur und dementsprechend
Druck niedriger sind. Dies kommt unter der Grundvoraussetzung zustande, dass die
Anzahl der Gasmolekiile erhalten bleibt. Wir betrachten schliefflich ein geschlossenes
Gefafl: Obwohl durch den Weglédngenunterschied ein Energietransport zwischen dem
linken und rechten Ende stattfindet ist der Flufl der Molekiile Null, da gleich viel
nach rechts wie nach links flieen. Die Zeit zwischen zwei Stoflen der Gasteilchen
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bezeichnen wir als mittlere Streuzeit 7,. die zur mittleren freien Wegléange 1 iiber die
mittlere Geschwindigkeit v in Beziehung steht durch: | = v7,..

Im Fall der Phononen ist die mittlere freie Wegldnge [ hauptséachlich durch zwei
Prozesse bestimmt, namlich durch die Streuung an Kristallfehlern und die Streuung
an anderen Phononen. Sie liegt ungefahr in der GroBlenordnung von 10 nm.

Kinetische Gastheorie

{(Molekiile)
-
/‘:/:/ b /“*\ e A
it feraws S o o HeiR
- /.-—‘_-——..
‘:/’\f Pk /
Phononen
Senke /ﬂ e _,:'\ {: Quelle
(kalt) | == e = = (heif

Abbildung 6.20: Wérmeleitfahigkeit

Wenn wir nun versuchen die Theorie des idealen Gases auf die Warmeleitfahigkeit
eines Kristalls zu tibertragen, miissen wir uns zuerst iiberlegen, wie die Wérme hier
iibertragen wird: anstelle von Gasmolekiilen treten Gitterschwingungen auf. Wird
ein Kristall auf der rechten Seite erhitzt, so werden Gitterschwingungen angeregt
(zur Vereinfachung betrachten wir einen Isolator um Leitungselektronen aus dem
Spiel zu nehmen). Die Schwingungen breiten sich jetzt durch den Kristall aus. Ge-
hen wir auf das Teilchenbild tiber, erkennen wir in der Realitdt wie auch auf der
Abbildung, dass die Schallgeschwindigkeit mit der sich die Phononen durch den Kris-
tall bewegen, auf der heileren Seite des Kristalls gleich ist wie auf der Kalteren. Man
kann den Kristall jetzt zwar als abgeschlossenes System betrachten, jedoch bleibt
die Anzahl der Phononen nicht erhalten. Am heileren Ende (Quelle) werden sténdig
Phononen erzeugt, wohingegen sie am kélteren Ende (Senke) anihiliert werden. Im
Fall der Phononen bewegen sich mehr nach rechts als nach links und wir erhalten
als Resultat Energietransport durch einen Flufl j,. Die Energie tritt nicht einfach
an einem Ende der Probe ein und wandert dann geradewegs zum anderen Ende,
vielmehr diffundiert die Energie durch die Probe und trifft dabei auf Widerstand
(Streuprozesse). Der Temperaturgradient ist Voraussetzung fiir Energietransport,
d.h. der Warmefluss j, ist u.a. abhéngig vom Temperaturgradienten und nicht vom
Temperaturunterschied zwischen den Enden der Probe.

Definition des Warmeflusses j,:

dr

~K— 6.37
T (6.37)

ju:

mit Wérmeleitzahl (Naherung) K = %ulcv;und dem Temperaturgradienten Z—:

(¢y...Warmekapazitét pro Volumeneinheit, v...mittlere Teilchengeschwindigkeit,l...mittlere
freie Weglange)
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Herleitung im 1-d.: An jedem Punkt im Festkorper bewegt sich die Hélfte der Pho-
nonen nach links und die andere Hélfte nach rechts. Der Flufl an Phononen der
beiden Richtungen kann also geschrieben werden als 1/2nv, (n...Phononendichte;
V,...Geschwindigkeit in x-Richtung). Bewegt sich das Teilchen in x-Richtung nach
rechts, so durchlauft es aufgrund des Temperaturgradienten ein Temperaturgefalle.
Das Teilchen bewegt sich also von einem Gebiet mit der lokalen Temperatur 7'+ AT
in ein Gebiet mit der lokalen Temperatur T und und gibt dabei die Energie cAT
(hier: c...Wéarmekapazitét pro Teilchen) ab. Zwischen den Endpunkten einer freien
Weglinge des Teilchens ist AT gegeben durch:!?

AT = —I]=—uvr (6.38)

Der resultierende Energiefluss (beide Richtungen eines Teilchenflusses) ist daher

Jju = —Phononennachrechts - AU + Phononennachlinks - AU:

(Vorzeichen entsprechend Bewegungsrichtung wéhlen)

low T —

—

— high T
—

x-{ g
x

1-d Jy = 3v(u@(x-0)-uT (x+ 1))

i v(u(T(x—é))—u(T(xw))][ _edu_ . dudl
2¢ d> dT dx

o= *V2TCV ﬂ
dx

6.4.1 Umklapp-Prozess

MafBgeblich zum Wérmewiderstand tragen die Umklapp-Prozesse bei. Hierbei kom-
binieren zwei Phononen mit dem Wellenvektor k; und ks zu einem dritten Phonon
mit dem Wellenvektor k3, dhnlich dem vorher betrachteten Streuprozess. Der Un-
terschied liegt jetzt darin, dass die Summe der Impulse der eingehenden Phononen
grof} genug ist, um den k-Vektor des dritten iiber die erste Brioullinzone hinaus zu
bringen. Zustdnde auflerhalb sind jedoch fiir Phononen nicht méglich, da Phononen
an der Brioullinzonengrenze die kleinste Wellenlange besitzen. Der Wellenvektor ks
wiirde daher eine noch kleiner Wellenldnge haben. Da das jedoch nicht moglich ist,
kommt der reziproke Gittervektor G ins Spiel und klappt das dritte Phonon zurtick
in die erste Zone. In Abb. 6.21 ist dies dargestellt.

Man sieht, dass der Wellenvektor des entstandenden Phonons in die andere Richtung
zeigt. Der Umklapp- Prozess fiihrt also dazu, dass zwei Phononen kollidieren und ein

Bstudents project: Phononen: Thermische Eigenschaften - Markus Neuschitzer und Harald
Spreitzer, 2008
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Abbildung 6.21: Umklapp-Prozesse

Drittes entsteht dessen Ausbreitungsrichtung jetzt eine andere ist, als die Summe
der ersten Zwei, wobei die Differenz des Impulses vom reziproken Gittervektor G
aufgenommen wird. Anschaulich bedeutet dies, wenn man Schallwellen bestimmter
Frequenz in einen Kristall schickt und wartet, kommt es nach einer gewissen Zeit zu
einer zufalligen Verteilung der Bewegung, die Schallwellen sind nicht mehr kohérent,
d.h. es wird ein Gleichgewichtszustand erreicht.

Damit es zu Lilli-Umklapp-Prozessen kommen kann, miissen die Wellenvektoren
der Anfangsphonenen mindestens jeweils einen Betrag von G/2 aufweisen, nur so
kann der resultierender Wellenvektor k3 grofier sein als die Brioullinzonengrenze und
zuriick geklappt werden. Bei Temperaturen die hoch genug sind damit Umklapp-
Prozesse auftreten konnen, kann zusammenfassend gesagt werden, dass die mittlere
freie Weglange, die in die Gleichung fiir den Phononenfluss j, eingeht, eben jene ist,
die durch den Umklapp-Prozesse bestimmt wird. Dagegen sind andere Phononen-
Phonon- Kollisionen vernachléssigbar.

Umklapp-Prozese fithren zu einer Abschwédchung der Schallwellen. Dies kann man
sich anhand eines Experiments vorstellen: Man generiert auf einer Seite eines Kris-
talls Schallwellen, und lésst sie durch einen Kristall laufen. Im Kristall kommt es zu
Umklapp- Prozessen, d.h. Phononen werden gestreut. Als Folge misst man auf der
anderen Seite Schallwellen kleinerer Amplitude.

Warum kommt es zu iiberhaupt zu Umklapp-Prozessen? Quantenmechanisch ist je-
der Prozess erlaubt, der Energie- und Impulserhaltung nicht verletzt. Sind diese
Voraussetzungen erfiillt, ist es nur mehr eine Frage der Wahrscheinlichkeit, dass
der Prozess eintritt. Im speziellen Fall der Umklapp- Prozesse geht es um die Uber-
gangswahrscheinlichkeit zwischen dem Anfangszustand, also zwei Phonenen mit den
Wellenvektoren k1 und k2 und dem Endzustand mit dem Wellenvektor k3. Diese
Wahrscheinlichkeit kann durch Fermis goldene Regel berechnet werden.

Fermis goldene Regel:

2T
Top = = Wy H W) (5 — ) (6.39)

i.. initial state/Anfangszustand
f...final state/Endzustand

Notiz: Die Delta-Funktion sichert die Energieerhaltung 4. In Fermis goldener Re-

4 die Funktion wéare Null, wiirde die Energie nicht erhalten bleiben
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gel werden, um die Matrixelemente berechnen zu kénenn, Phononen im Wellenbild
verstanden.!®

Im 3 Dimensionalen muss noch ein Faktor von 1/3 (d.h. 1/D, mit D... Anz. der
Dimensionen) berticksichtigt werden:

Jo ==t VT

J=—-KVT K =3vic,

Die Warmeleitfahigkeit beschreibt also den Energieflul bei Vorhandensein eines
Temperaturgradienten. Die mittlere freie Weglédnge, und damit auch die Wéarmeleit-
fahigkeit wird einerseits durch Unreinheiten im Kristall und andererseits durch den
Umklapp-Prozess limitiert. Bei hohen Temperaturen wird der Umklapp-Prozess zum
limitierenden Faktor, wohingegen die Unreinheiten bei niedrigeren Temperaturen ei-
ne Rolle spielen. Bei sehr kleinen Proben und niedrigen Temperaturen beschrankt
auch die Probengroflie die mittlere freie Wegléange.

5students project: Phononen: Thermische Eigenschaften - Markus Neuschitzer und Harald
Spreitzer, 2008

124



Kapitel 7

Elektronen
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7.1 Fermi-Gas freier Elektronen

Uber das Modell des freien Elektrons kénnen wichtige physikalische Eigenschaften
von Metallen erklart werden. Spricht man von einem Gas von Fermionen, handelt es
sich um Elektronen, die nicht miteinander in Wechselwirkung stehen; daher um eine
Néherung fir die, die Coulomb-Wechselwirkung ignoriert wird. Die am schwéchsten
gebundenen Elektronen der Kristallatome bewegen sich also anndhernd frei durch
das Volumen des Metalls.

Die Elektronen werden dabei hinsichtlich der Losung ihrer Wellenfunktion beschrie-
ben. Im Vergleich zu Phononen muss hier also die Schrodingergleichung gelost wer-
den und statt der Bose-Einstein Statistik wird hier die Fermi-Dirac Statistik verwen-
det, um die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, ob ein bestimmter Zustand besetzt ist
oder nicht.

7.1.1 Freie Teilchen im Eindimensionalen
Dispersionsrelation und Zustandsdichte 1-D

Zu allererst soll die Naherung iiber das Fermigas in einer Dimension erfolgen. Be-
trachtet werden nicht miteinander wechselwirkende Elektronen der Masse m, die
durch hohe Potentialschwellen auf einer Strecke L eingeschlossen sind. Das Elek-
tron im Potentialkasten wird durch die Wellenfunktion ¥ beschrieben, wodurch die
eindimensionale, zeitabhéngige Schrodingergleichung gelost werden muss, um die
Energieeigenzustinde zu erhalten.

Von der Schrodingergleichung wird gefordert, dass sie keinen potentiellen Term bein-
haltet.

ihe = (7.1)

Im eindimensionalen Fall ergeben sich als Losungen ebene Elektronenwellen mit dem

Wellenvektor k.

U = Apelthe—wh (7.2)

Setzt man dies in die Schrodingergleichung ein, erhalt man nach kurzer Rechnung
folgende Dispersionsrelation fiir die freien Elektronen (Abb. 7.1):

R2k? 1
= —mv? (7.3)

EF=hw= =
2m 2

Da die Voraussetzung war, den potentiellen Term auf 0 zu setzen, ergibt sich fiir die
Energie der Teilchen natiirlich auch nur der kinetische Teil.
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Abbildung 7.1: Dispersionsrelation

Aufgrund der Randbedingungen ¥,,(0) = 0 und ¥,,(L) = 0 ist (aus Abb. 7.2 ersicht-
lich), sind nur bestimmte Wellenvektoren zuldssig sind.

mit n = 0,41, £2, +3. ..

R 2
3 L
W=Aez(hfat)
41
L
— o — 0 — 0 0 0 90 0 0 0
87 67 4mw 2mx O 2 4_7r 6_7r 8_7: k
L & L L L L L L

Abbildung 7.2: Graphische Darstellung zur Bestimmung des Wellenvektors &

Betrachtet man die Anzahl der Zustdnde fiir ein k-Intervall, sieht man, dass sich
diese nicht dndert, egal wie grofl k wird.

Somit ergibt sich fiir die Zustandsdichte im k-Raum D(k) im eindimensionalen Fall
ein konstanter Term.

D(k) =2 (7.5)

v

Dieser Wert stimmt mit dem fiir Photonen tiberein. Der Faktor 2 stammt hier jedoch
von der Spinorientierung.

Um die Zustandsdichte D(E) zu berechnen wird die Dispersionsrelation benétigt.

VomE

k= 7.6
; (7.6)
dk 1 /2m

aE_a\E (7.7)

owpmﬁ:%fg (7.8)
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Abbildung 7.3: Zustandsdichte D(FE) fiir ein 1D-, 2D- und 3D-Elektronengas

Die Divergenz bei E = 0, die sich in Abb. 7.3 im eindimensionalen Fall zeigt, nennt
man Van-Hove Singularitéit; diese kommt in eindimensionalen Systemen haufig vor.

Fermi-Dirac-Statistik

Um die Wahrscheinlichkleit zu berechnen, dass ein Zustand der Energie £ mit der
Temperatur 7" besetzt wird, muss im Fall der Fermionen die Fermi-Dirac-Statistik
verwendet werden.
Entsprechend dem Paulischen Ausschlieungsprinzip konnen zwei Fermionen mit
entgegengesetztem Spin einen Zustand besetzen. (Das bedeutet, dass die Eigen-
zustande von niedrigen Energien her kommend aufgefiillt werden miissen, bis alle
Elektronen untergebracht sind. Die héchste Energie, die dabei erreicht wird, nennt
man Fermi-Energie Er).
Ahnlich der Bose-Einstein Statistik erhiilt man folgende Fermi-Dirac-Verteilung (Abb.
7.4):

1

J(E) = 1+ exp(%)

(7.9)

Im Grundzustand, T = 0 strebt die Fermifunktion fiir niedrige Energien, £ < u

A

BABILITY {E) ——>

PRC

\ T,
\W”

—>» E

0.5

OCCUPATION

0.0

p
Abbildung 7.4: Grafische Darstellung der Fermi-Dirac Verteilungsfunktion

also gegen 1 und fiir hohe Energien, E > p gegen 0. Bei E = p ergibt sich f(FE) = %

Im Grundzustand liegt somit eine Stufenfunktion vor. Mit zunehmender Tempera-
tur erfolgt eine Umverteilung der Elektronenzusténde von E < p nach E > u. Da
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aber kT < p, ist der Anteil der Elektronen, die an dieser Umverteilung teilnehmen
iiblicherweise sehr klein; also die Aufweichung teilweise kaum zu erkennen.

Chemisches Potential 1-D
Fiir T = 0 ergibt sich laut den Uberlegungen der Fermi-Dirac-Statistik
uw(T'=0)=Ep (7.10)

Fiir beliebige Temperaturen kann p iiber die Elektronendichte bestimmt werden
(Abb. 7.5).

N 7 D(E)E
n=— :[o D(BE)f(E)dE :[o e 5 (7.11)

Das chemische Potential befindet sich somit innerhalb des Integrals. Es erweist sich
als naheliegend zu invertieren, um p beziiglich der Elektronendichte zu erhalten,
aber da dies sehr schwierig ist, versucht man vorerst i zu erraten bzw. abzuschétzen
und dann gegebenfalls zu dndern.

Spater erfolgt die Berechnung mit Hilfe der Sommerfeld-Expansion.

D(EX(E)

D(EX(E)

D(E)f(E)

E

Abbildung 7.5: Veranschaulichung zum chemischen Potential; von links nach rechts:
1-D, 2-D, 3-D

Fermi-Energie 1-D

Da sich bei T' = 0 die Fermi-Funktion als Stufenfunktion erweist, ist es einfacher die
Fermienergie bei T' = 0 zu berechnen.

Ep = (T =0) (7.12)
Fiir T = 0 i
n= / D(E)dE (7.13)
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Daraus lasst sich durch Einsetzen der eindimensionalen Groflen die Fermi-Energie
bestimmen.

Er
1 [2m 2
= | —{|— = —/2mF .14
" O/?Th FE mh mer (7.14)
2 h2n?
Fo = 7.15
F 8m ( )

Innere Energie 1-D

Aus der Fermifunktion und der Zustandsdichte ldsst sich auf folgende Weise die
innere Energie u berechnen.

W(E) = ED(E)f(E) = Y21 ! (7.16)

mh exp(fB_Q’f) +1

Dieses Ergebnis ist analog zur Planckschen Strahlungskurve fiir Elektronen in einer

u(E)

E

Abbildung 7.6: Verteilung der inneren Energie u(E) im eindimensionalen Fall

Dimension. Man erhélt dadurch also die Energieverteilung der Elektronen.
Die totale innere Energie U ergibt sich dann zu

U= 7u(E)dE, (7.17)

woraus sich spéter die spezifische Warmemenge berechnen lasst.

7.1.2 Freie Teilchen im Zweidimensionalen
Dispersionsrelation und Zustandsdichte 2-D

Die Naherung iiber das Fermigas in zwei Dimensionen erfolgt iiber analoge Bezie-
hungen und Berechnungen, wie schon fiir den eindimensionalen Fall.
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Fiir die Losung der Schrodingergleichung ergibt sich wieder nur der kinetische Ener-
gieterm, da das Potential V' ebenfalls auf 0 gesetzt wurde.

N e

h—=——(— 4+ — 7.18
T Qm(daj2 + dyZ) ( )
mit
V=0
Als Losungen ergeben sich .
U = Apelthr=ut) (7.19)

Durch Einsetzten von ¥ in die Schrodingergleichung erhalt man wiederum die Di-
spersionsrelation

k21
E=hw= 5 = quﬂ (7.20)
K,

© © ©o © o
© © ©o © o

o o
N E(k) = const
° ° °

© o o o o
© o o o o

Abbildung 7.7: Erlaubte Zusénde im zweidimensionalen k-Raum und k-Raumféche
pro Zustand (schraffiert)

Die erlaubten Zustidnde im k-Raum sind dquidestant. Wird der k-Raum in gleiche
Teile aufgeteilt, die jeweils nur einen Zustand enthalten, ergibt sich fir die Flache
22 (Abb. 7.7).

Im Vergleich zum eindimensionalen Fall, wo die Zustandsdichte D(k) konstant war,
ist sie hier eine Linearfunktion von k (Abb. 7.3).

DRy = & (7.21)

™

Analoge Beziehungen wie im eindimensionalen Fall fithren zur Zustandsdichte D(E).

V2mFE

k= 22
’ (7.22)

dk 1 [2m

dk m
D(E) = D(k)ﬁ == const (7.24)
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Fermi-Energie 2-D

Fir T =0
Er
n= / D(E)dE (7.25)
0
Einsetzen der zweidimensionalen Groflen ergibt
Er
N m
und damit 2
Bp=""" (7.27)
m

Fermi-Kreis

Mit Hilfe des in Abb. 7.7 dargestellten Fermi-Kreises kann man den sogenannten
Fermi-Wellenvektor kg einfithren.
Im Grundzustand, T" = 0 sind alle Zustdnde innerhalb des Fermi-Kreises besetzt
und alle Zustiande auflerhalb sind leer.
Der Fermi-Wellenvektor ergibt sich einfach als Radius des Kreises und kann mit
Hilfe der Gesamtzahl N der Elektronen im Kristall berechnet werden.

21k,

N=—"kr=+V2mn (7.28)

(F)?

Er steht folgendermaflien mit der Fermi-Energie in Zusammenhang;

h2 k2 whn
FEp=—%£ — 7.29
F 2m m ( )
mit n...Elektronendichte.
Chemisches Potential 2-D
+00
n= / D(E)f(E)dE (7.30)

Im zweidimensionalen Fall ist das chemische Potential nicht sehr temperaturabhén-
gig (Abb. 7.5), da die Zustandsdichte einen konstanten Wert hat.

Innere Energie 2-D

Analog zum eindimensionalen Fall ergibt sich die innerer Energie (Abb. 7.8) zu:

w(E) = ED(E)f(E) (7.31)
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Abbildung 7.8: Verteilung der inneren Energie u(E) im zweidimensionalen Fall

7.1.3 Freie Teilchen im Dreidimensionalen
Dispersionsrelation und Zustandsdichte 3-D

Die Néaherung iiber das Fermigas in drei Dimensionen erfolgt wiederum iiber analoge
Beziehungen und Berechnungen.

Fir die Losung der Schrodingergleichung ergibt sich wieder nur der kinetische Ener-
gieterm, da das Potential ebenfalls auf 0 gesetzt wurde.

N A AL

h— = —— 7.32
T 2m<dx2 + dy? * dz2) ( )
mit
V=0
Als Losungen ergeben sich .
T = Agelr—ut) (7.33)

Durch Einsetzen von V¥ in die Schrodingergleichung erhélt man wiederum die Di-
spersionsrelation

R’E: 1,

5y = 5 (7.34)
Fiir die Zustande im k-Raum ergibt sich jetzt eine Kugel (siehe Abb. 7.7. Wird der
k-Raum in gleiche Teile aufgeteilt, die alle jeweils nur einen Zustand enthalten, so
erhélt man fiir das Volumen pro Zustand (2F)3.

Die Zustandsdichte im k-Raum ergibt sich zu

E=hw=

/{32

D(k) =~ (7.35)
Analoge Bezichungen liefern die Zustandsdichte D(E).
dk 1 [2m
2mE
k? = = (7.37)
dk (2m)3
D(E)=D(k)—= = E .
(8) = DRy ox = 2/ (7.38)
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Fermi-Energie 3-D
Fir T =0
Er
n= / D(E)dE (7.39)
0

Einsetzen der dreidimensionalen Gréflen ergibt

2\;_ \/_Qh?) /\/_dE (2m 7)1 (Ep)*/? (7.40)
Ep = ;;(% n)?/3 (7.41)

Fermi-Kugel

Abbildung 7.9: Fermi-Kugel

In drei Dimensionen bekommt man fiir den k-Raum die sogenannte Fermi-Kugel
(Abb. 7.9), dessen Radius der Fermi-Wellenvektor kp ist. Dieser ergibt sich wieder
aus der Gesamtzahl N der Elektronen. Der Faktor 2 bezieht sich wieder auf die
Spinorientierung.

4 3
N = 2”—1“*‘“1@ (372n)Y/3 (7.42)

3(7)?

mit n...Elektronendichte

Im Grundzustand T = 0 sind alle Zustande innerhalb dieser Kugel besetzt und alle

auflerhalb leer.

Die Energie aller Zustdnde an der Oberflache der Kugel, ist die Fermi-FEnergie.
R2kZ h*(37w%n)%/3

Er = = 4
F 2m 2m (7.43)

Die Geschwindigkeit aller Zustdnde an der Oberfliche der Kugel, ist die Fermi-

Geschwindigkeit.

vp = TF (7.44)
m
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Weiters wird noch die sogennannte Fermi-Temperatur definiert.

Ep

Tp =L
F kB

(7.45)
Diese liegt fiir Metalle ca. bei 10000°C, also weit {iber den typischen Schmelztem-
peraturen. Erhoht man von 7' = 0 auf Raumtemperatur, d&ndert sich die Besetzung
der Zustande nur in einer sehr diinnen Schale an der Oberflache der Kugel. Die Zu-
stinde innerhalb dndern sich nicht. Diese Uberlegung wird spater fiir die spezifische
Wiéarmemenge wichtig. Geht man nédmlich zu héheren Temperaturen, muss man viel
weniger Energie aufwenden, als gedacht, da die Verdnderung eben nur in einem sehr
diinnen Bereich stattfindet.

Chemisches Potential und Innere Energie 3-D

Die Darstellung zum chemischen Potential in drei Dimensionen ist in Abb. 7.5 zu
finden. Fiir die innere Energie ergibt sich wiederum analog:

w(E) = ED(E)f(E) (7.46)

uE) /|

u(E)‘

Abbildung 7.10: Verteilung der inneren Energie u(E) im dreidimensionalen Fall

Mittlere Energie der Elektronen 3-D

Die Berechnung der mittleren Energie erfolgt fiir 7" = 0 ahnlich wie die Berechnung
der inneren Energie.

Er
n<E>= / ED(E)dE (7.47)
0

Nun setzt man den dreidimensionalen Wert der Zusatandsdichte ein

D(E) = %+/E und erhélt
2E 7

F

n<E>= / BB = “nBy (7.48)
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Betrachtet man das Ergebnis fiir n < E > ergibt sich eine Ubereeinstimmung mit
der inneren Energie im Grundzustand,

(T = 0) = gnEF (7.50)

Ersetzt man die Fermi-Energie, hangt die innere Energie nur noch von der Elektro-
nendichte ab , die man als % schreiben kann.

(53 (7.51)
Diese Umformung ist hilfreich fiir die Berechnung des Drucks.

Druck und Kompressionsmodul 3-D

Aus der totalen inneren Energie U und dem Volumen V ergibt sich der Druck eines

Gases zu o

Da die innere Energie u zuvor hinsichtlich des Volumens umgeformt wurde, kann die
totale innere Energie nach kurzer Rechnung folgendermaflen ausgedriickt werden.

U=VuxVs (7.53)
Daraus folgt fiir den Druck
U 20 2 R2(97*n5)3
P=_|[(22= e ) ) S 7.54
(av)N 3V 5 5m (7:54)

Dem Druck, den die Elektronen also nach auffen ausiiben, wirkt eine Dipolschicht
an der Oberflache entgegen.
Das Kompresssionsmodul, dessen Messung sich als einfacher erweist, ist definiert als

opr
B=-Vo (7.55)

und gibt an welche allseitige Druckédnderung notig ist, um eine bestimmte Volumen-
anderung hervorzurufen.

Ersetzt man n = % in der Definition fiir den Druck
B2(974 (N5 1
P = W (7.56)
PxV¥ (7.57)
ergibt sich das Kompressionsmodul zu
5 10U 2 R2(37*n5)3
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7.1.4 Vergleich: 1-D, 2-D, 3-D

In Abb. 7.11 sind die wichtigsten Ergebnisse im 1-, 2-, und 3-dimensionalen Fall
zusammengefasst.

1-D Scluodinger equation for a free paticle | 2-D Schuédinger equation for a free particle 3D Scluodinger equation for a free particle
v W dw 3 dy _ # dy dy ma’w__h] d’w+d’w+d3w
dx 2mdxt ds wmlae @t dx  walde  dy  dz
lfl'ﬂllfnlltﬁdh solutions ‘41 exXp (I {bf 2 l.'lf)} A‘E €Xp (I (E - &l‘)) A}.cxp(x (; F- (d‘])
2:2 222 222
TDhispersion relation E=hw= E.. J E=hw= Q J E=hw= E. J
2m 2m 2m
2
IDensity of states D(k)= 2 D(¥) = L m’ D{k) = k_z m>
b4 b4 x
[Density of states 1 f2m - - - (zm]g
dk E)l=—, |—= T'm! D(E)=—=— TI'm? e 4 __3n -1 3
D@E)= D E=E 25z O = D(E)= VB = g T
\Fermi enevey Ef 2.2 2 2 2 2
£ 7h'n mh'n i 2. \%
n= | D(E)E Be =g fan== 1 o )
3
D(E,) D(E,)=—_  pim? D(E,)="t I'm? D(EF):_‘,_’”(S") 'm?
b 7h -
73
b ~16m" 2 ' T TaEr
DXE, ) =— I - 2 -1 Y - 22 ! -
&) d’E|(.,, D(EF)uﬂdh"rH e DE)=0 Tm ¥ A3f3r'n s
2 D'(E.)
& . 2 D'(By) ; Eg pn BT (ry 22
{Chermical potential ‘H“’EF_"?('{’B‘T) D £2] H=kgln| exp kT =1 S 8 ( & ) D(Eg)
; () . ;
n= ID(SJf[E)ﬂ’E 202 2m ] xhin #? il 2m .
- mW+W[l‘3T) J :keTln[exp(mh?_}—l] J ma(lﬂ"n)] - m(@f} J

Abbildung 7.11: Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse fiir den 1, 2 und 3
dimensionalen Fall

7.1.5 Sommerfeld-Expansion

Um die bisherig eingefiihrten Integrale, die im Allgemeinen nicht analytisch 16s-
bar sind, zu berechnen, bedarf es einer bestimmmten Néaherung, der sogenannten
Sommerfeld- Expansion.

Betrachtet man die Fermi-Kugel (Abb.7.9), die den k-Raum beschreibt, sind alle
Zustande bis zu einem bestimmten Radius kr besetzt. Zustande auBerhalb dieses
Radius sind leer. Andert man die Temperatur, verindert sich die Besetzung der
Zustande nur an der Oberfliche der Kugel. Dies kann ausgenutzt werden, um die
Berechnung iiber die Sommerfeld-Expansion durchzufiihren.

Die Integrale fiir die Elektronendichte n und die Innere Energie u haben beide die
allgemeine Form

/OOH(E) F(E)dE, (7.59)
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wobei H eine Funktion der Energie und f(£) die Fermifunktion darstellt.
Definiert man K (E) als Integral von H

K(E) = f H(E')dE' (7.60)
H(E)_: difEE) (7.61)
und integriert man particll, ergibt sich
/ H(E) (E)E = K(00)f(00) — K (~00) f(~00) - TK(E)dfjf,)dE (7.62)
und da f(co) = 0 und K(—o0) = 0 folgt
+/OOH(E) F(E)E = — 70[(( dJ;<E )i (7.63)

Abbildung 7.12: Graphische Darstellung der Ableitung der Fermifunktion

Die Ableitung der Fermifunktion ist nur in einem sehr schmalen Bereich, kgT um
p, von 0 verschieden (Abb.7.12).
Daher kann eine Taylor- Entwicklung um E = p vorgenommen werden.

Cdf(B) _ mrerr(it)

dE (1+ 6xp( 7))? (7.64)
K(E) ~ K(u) + Z;f , (E—,u)+;flé§ Z;f B (06)
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Dadurch enstehen Integrale folgender Art, die entweder Konstanten oder 0 ergeben.
E—p

T = T (7.66)
+o0o z
e
e xe®
/ g opte=0 (7.68)
RIS 2
Tée T
——dx = — 7.69
_/ (14 e*)? o 3 ( )
+oo 1,‘36
/ Trept=0 (7.70)
+oo 4 _x 4
e T
dr = 71
_ZO 1 +e 2™ = 360 (7.71)
Man bekommt folgendes Ergenbnis.
+oo +oo
d
/H(E)f(E)dE:— / K(E) J;(E)dE (7.72)
w2 dH(E) Tt L PH(E)
=K —(kgT)? —(kpT .
() + 5 s T)” =7 Eu+360(3 o8 |

Berechnung des chemischen Potentials 1 in 3 Dimensionen
Allgemeine Definition des chemischen Potentials, das in der Fermifunktion versteckt
ist

+oo
n= [ DE)f(E)dE (7.73)
Jetzt wird die Funktion H als Taylor-Reihe angeschrieben

H(FE) = D(Er)+ D'(Er)(E — EF) (7.74)
Dies wird in das Integral eingesetzt und mit Hilfe der Sommerfeld Expansion gelost.
n= / E)dE+ 7~ (kBT) D'(Eg) + ... (7.75)

F 7'(2
n / D(E)AE + (11 = Er)D(Ep) + = (kaT)*D'(Ep) + . . (7.76)

2
n=n+ (u— Er)D(Ep) + g(k;BT)?D’(EF) (7.77)

D'(Er)

2

m
~ Ep — —(kgT)?
g~ Er G(B)D(EF)

(7.78)
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Berechnung der inneren Energie u in 3 Dimensionen

Allgemeine Definition der inneren Energie
+o0o
= / ED(E)f(E)dE (7.79)

2

w= /F ED(E)dE + (i — Ep)EpD(Er) + %(kBT)Q(D(EF) + ExD'(Er)) (7.80)

Setzt man p ein, folgt:

w= / ED(E)dE—k(EF—ﬂé(k:BT)Qg((gﬁ))—EF)EFD(EF)+7;(kBT)Q(D(EF)JrEFD’(EF))
ur /FED(E)dE::(kBTYD(EF) (7.81)

Dieses Ergebnis fiir die innere Energie kann auf eine Form umgeschrieben werden,
die nur noch von der Temperatur und der Elektronendichte abhangt, was wichtig fiir
die Berechnung des Drucks, des Kompressionsmoduls und der spezifischen Wérme
ist. Dazu stetzt man zunéchst die mittlere Energie des Elektrons ein:

Er

W(T =0) = / ED(E)dE = Z)nEF (7.82)

Mit )

m(3n)3
D(Er) = (4 ) (7.83)

73 h?
und
h? 2,1\2/3

kommt man zu folgendem Ergebnis fiir die innere Energie.

3 72D (Ep)

U~ 5nEF + 5 (kpT)? (7.85)
R s 5y1 m(37r2n)% 2
Berechnung der spezifischen Warme
du 7T2D(EF>

= —~ 2T .

Co = o 3 o (7.87)
T ymmnt/3

Co R (5)2/37/@2; (7.88)

Im Unterschied zum Ergebnis fiir Photonen bzw. Phononen ist die spezifische Wérme
hier proportional zur Temperatur.
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7.1.6 Warmekapazitiat des Elektronengases

Wenn man die Warmekapazitit eines Metalls experimentell misst, misst man den
Anteil der Phononen und den der Elektronen zur selben Zeit (Abb. 7.13).

co =T + AT? (7.89)

v bzw. A... fir das betreffende Material charakteristische Konstanten beziiglich der
Elektronen bzw. Phononen.
Diese Messung von ¢, ergibt nicht exakt den Wert, der sich iiber das Modell des

3.0

Potassium

o
u

I T T
1

.\ >

LY e

CA iAol K#

0 0.1 02 0.3

Abbildung 7.13: Experimentelle Warmekapazitdt von Kalium, aufgetragen als C/T
gegen T? (Daten aus W.H. Lien, N.E. Phillips, Phys. Rev. 133, A1370 (1964))

freien Elektronengases berechnet.
Die Herkunft dieser Abweichung ist alleinig in der Masse zu finden.
Somit wird eine neue Masse, die sogenannte effektive Masse eingefiihrt, die sich iiber
folgende Beziehung ergibt.

m* o Yobserved

m gl

(7.90)

Wobei Vopserveda VOn der experimentellen Messung und v vom Modell des freien Elek-
tronengases stammen.

Schwere Fermionen

Fermionen, die eine effektive Masse haben, die 100 - 1000 mal groBer ist, als der Wert,
der sich iiber das freie Elektronen-Modell ergibt, nennt man schwere Fermionen.
Beispiele dafiir: CeCug, UBe. ..

Fiir diese schweren Fermionen funktioniert das Modell deshalb nicht optimal. Aber
fiir die meisten Metalle ergibt sich eine effektive Masse von ca. 1 und somit eine gute
Ubereinstimmung zwischen Experiment und Modell (Abb. 7.14).
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" Table 2 Experimental and free electron values of electronic heat
Li e capacity constant y of metals B c N
1.63 0.17
0.749 | 0.500 | (From compilations kindly furnished by N. Phillips and N. Pearlman. The
218 }o03a thermal effective mass is defined by Eq. (38).)
Na Mg Al Si P
1.38 | 1.3 Observed y in mJ mol™' K%, 1.35
1.094 § 0.992 * Calculated free eléctron y in mJ mol * K-= ‘0.912
126 f1.3 mu./m = (observed y)/(iree electron y). 1.48
K Ca Sc Ti v Cr Mn(y)] Fe Co Nii Cu Zn Ga Ge As
2.08 29 10.7 3.35 9.26 1.40 9.20 4.98 4.73 7.02 0.695 | 0.64 0.596 0.19
1.668 § 1.5%1 § . 0.505 | 0.753 | 1.025
1.25 1.9 1.38 0.85 0.58
Rb Sr Y Zr Nb Mo Tc Ru Rh Pd Ag Cd In Sn | Sb
241 36 10.2 2.80 7.79 2.0 — 33 49 9.42 0.646 | 0.688 | 1.69 1.78 0.11
1.911 § 1.790 : 7 0.645 § 0.948 § 1.233 J 1.410
1.26 |20 100 fo73 [137 J1.26
Cs Ba La Hf Ta w Re Os Ir Pt Au Hg(a)} TI Pb Bi
320 |27 10. 2.16 §59 1.3 2.3 2.4 3.1 6.8 0729 11.79 | 1.47 J298 Jo.008
2238 § 1,937 0.642 § 0.952 | 1.25 1.509
1.43 | 1.4 1.14 fJ1.88 f1.14 f1.97

Abbildung 7.14: Experimentelle und aus dem Modell freier Elektronen erreichten
Konstanten v der Warmekapazitat von Metallen [2].

Entropie

Um die Entropie s berechnen zu kénnen braucht man folgende Beziehung zwischen
der spezifischen Warme und der Temperatur

¢y  Os mD(EF)
2= ok 7.91
T 0T\, 3 P (7.9
m mn%
2
s%(g)if = k3T (7.92)

Wie schon die spezifische Warme, ist auch die Entropie proportional zur Temperatur.

Helmholtzsche Freie Energie

Mithilfe der Entropie und der inneren Energie lasst sich nun die Helmholtz-Energie

f berechnen.

™ 2D (E F)
6

s m(3m%n)'/3

3
f:u—Tsf%gnEF— e

(kpT)?f ~ ——(7*3°n%)

T2
10m <kB)

(7.93)

Manche Metalle, wie z.B. Zinn, durchlaufen einen Phaseniibergang von einer Kris-
tallstruktur in eine andere. Um die Ubergangstemperatur zu berechnen, muss man
die temperaturabhéngige helmholtzsche freie Energie fir beide Kristallstrukturen
ermitteln.

An einer bestimmten Temperatur werden sich die freien Energien schneiden. Wenn
man also ein Experiment macht, bei dem man die Temperatur konstant halt, muss
man die Helmholtz-Energie minimieren; nicht die innere Energie!

Mit Hilfe der Helmholtzschen Freien Energie fiir beide Phasen kann man also be-
stimmen, wo dieser Ubergang auftritt.
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Abbildung 7.15: Experimenteller Aufbau der Photoelektronenspektroskopie

7.1.7 Photoemissionsspektroskopie

Photoelektronenspektroskopie (PES) oder Photoemissionsspektroskopie bietet eine
Moglichkeit, die Zustandsdichte experimentell zu messen.

Sie beruht auf Einsteins photoelektrischen Effekt, bei dem durch elektromagnetische
Strahlung Photoelektronen aus dem Festkorper ausgelost werden. Strahlt man also
Licht auf eine Probe konnen unter gewissen Bedingungen, und zwar der Uberwin-
dung einer bestimmten Energie, die sich Austrittsarbeit nennt, Elektronen ausgelost
werden, die man anschlieBend durch einen Energieanalysator, den nur Elektronen ei-
ner bestimmten Energie passieren kénnen, schickt und detektiert (Abb. 7.15). Man
kann also sehen, wieviele Elektronen mit der richtigen Geschwindigkleit auf dem
Detektor auftreffen.

Man unterscheidet zwischen UPS (ultraviolet PES), XPS (x-Ray PES) und ARPES
(angle-resolved EPS).

ARPES

D
S

hv /e
/ 4

NG

/

| "
sample \
/ UHV - Ultra High Vacuum
(p <1077 mbar)

Abbildung 7.16: Grafische Darstellung zur ’angle resolved’ Photoelektronenspektro-
skopie (ARPES)

Im Unterschied zum 'normalen’ Verfahren der Photoemmisionsspektroskopie, bei
der man Elektronen aus einem breiten Winkel erfasst, ist bei der winkelauflésenden
Spektroskopie (ARPES) der Winkel limitiert (Abb 7.16). Dadurch ergibt sich die
zusitzliche Information tiber den k-Vektor des austretenden Elektrons. Mit diesem
Wissen iiber die Energie und den k-Vektor tiber das einfallende und das austretende
Elektron kann man die Dispersionsrelation ermitteln.
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7.1.8 Kinetische Gastheorie

Die kinetische Theorie ist fast gleich fiir Gasmolekiile, Phononen oder, wie in diesem
Fall, Elektronen.

Im Metall bewegen sich die Valenzelektronen sehr schnell, mit der Fermigeschwin-
digkeit vy = 10%cm/s in eine beliebige Richtung, bis sie streuen und sich in eine
willktiihrliche Richtung weiterbewegen. Der Weg, den die Elektronen zuriicklegen,
bis zum néchsten Streuprozess, nennt man mittlere freie Weglinge [. Diese kann
entsprechend Fermis Goldener Regel ermittelt werden.

| = vpTse ~ Inm — 1lem (7.94)

mit 7y ... der Stoflzeit (scattering time)

Diffusiver Transport

Man kann das bisherige Verhalten der Elektronen im Metall dazu verwenden, um
zu berechnen, was ihnen im elektrischen Feld entspricht.

~ = dv
F=md=—-eFE=m— 7.95
ma e m— (7.95)
Dies soll fiir die Zeit zwischen zwei Stolen gelost werden.
Die Geschwindigkeit v des Elektrons, die sich direkt nach einem Streuprozess ergibt
ist.
E(t—t
g5, Bt (7.96)
m

Mit < vp >= 0 und < t — ty >= T, ergibt sich fiir die mittlere Geschwindiglkeit die
sogennante Driftgeschwindigkeit vg, die proportional zum elektrischen Feld ist.

—eFT,.
m

Diese Definition wird auch oft hinichtlich der sogenannten Mobilitdt 1 umgeschrie-
ben.

Ug =< U >= (7.97)

Uy = —pk (7.98)

Ballistischer Transport

Im Falle des ballistischen Transports treten im Prinzip keine Streuprozesse auf. Dies
geschieht im Vakuum. Die Elektronen bewegen sich nach Newtons Gesetz und ihre
Geschwindigkeit nimmt mit der Zeit zu.

— — d_‘
F=mi=—eE=m> (7.99)
dt
—eEt
T=—"" g, (7.100)
—eEt?
F= ' 4Gt + T (7.101)

(7.102)
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Legt man ein magnetisches Feld an, bewegen sich die Elektronen folglich entlang
einer Spirale. Kreuzt man diese noch zusétzlich mit einem elektrisches Feld , bewegen
sich die Elektronen nach oben bzw. normal auf das elektrische und magnetische Feld.

7.1.9 Elektrische Leitfahigkeit und Ohmsches Gesetz

Mit Hilfe der Driftgeschwindigkeit vy kann man nun die elektrische Stromdichte und
damit die Leitfdhigkeit bzw. den Widerstand eines Metalls berechnen.

2
J = —nevy = nepF = T~ oF (7.103)
m

2
o =neu = NE Toc (7.104)

m

1

o=- 7.105
; (7.105)

mit o ... elektrische Leitfahigkeit, p... elektrischer Widerstand, p ... Mobilitét

Das negative Vorzeichen ergibt sich, da die Stromdichte in die entgegengesetzte
Richtung der Elektronen verlauft; also in Richtung des elektrischen Feldes.
Das Einsetzten der Driftgeschwindigkeit und der Mobilitat ergibt schlussendlich die
allgemeine Beziehung zwischen der Stromdichte und dem elektrischen Feld:

Das Ohmsche Gesetz: j = oF.

Matthiesensche Regeln

Das Streuen der Elektronen hat meistens zweierlei Griinde. Einerseits die Streuung
an Phononen und andererseits Streuung aufgrund von Unreinheiten (wie z.B. ein
fehlendes Atom).

Fiir die Stofzeit 7,. ergibt sich also ein Term, hervorgerufen durch Phononen und
ein Term, hervorgerufen durch Unreinheiten. Da die Dichte der Phononen stark
temperaturabhangig ist, nimmt die Streuung an Phononen natiirlich mit steigender
Temperatur zu und somit ist die Stofizeit aufgrund der Phononen temperaturabhéan-
gig. Das Streuen durch Unreinheiten dndert sich nicht mit der Temperatur. Somit
ist die Stofzeit aufgrund der Verunreingung temperaturunabhéngig.

1 1 1
— = + (7.106)

Tsc Tsc,lattice Tsc,impurity

Da die Mobilitdt proportional zur Streuzeit ist, addiert sie sich auf gleiche Weise.

1 1 1
— = + (7.107)

M Miattice Mimpurity

Der elektrische Widerstand addiert sich linear, da er umgekehrt proportional zur
StoBzeit ist.

P = Pphonons + Pimpurities (7108>
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Temperaturabhingigkeit der elektrischen Leitfahigkeit

Bei hohen Temperaturen ist der elektrischen Widerstands in einem Metall typischer-
weise proportional zur Temperatur. Dies liegt daran, dass bei hohen Temperaturen,
also Temperaturen iiber der sogenannten Debey-Temperatur ©p die Streuprozesse
von Phononen dominiert werden.
Fir T > ©p gllt

Pphonons X T’ (7.109)

Bei niedrigen Temperaturen nimmt die Konzentration der Phononen ab und der elek-
trische Widerstand von Metallen wird hauptsachlich tiber die sogenannte Umklapp-
Streuung, einer Elektronen-Phononen-Wechselwirkung erklért. Bei diesem Umklapp-
Prozess wird der Wellenvektor eines Teilchens umgedreht; das heifit der Elektronen-
Impuls wird viel starker verandert als bei einem normalen Elektronen-Phononen-
Streuprozess, den man bei diesen Temperaturen erwarten wiirde.
Analytisch ergibt sich fir tiefe Temperaturen das sogenannte Bloch-Gesetz, das die
Temperaturabhéngigkeit folgendermafien beschreibt.
Fir T < ©p

Pphonons X T° (7.110)

7.1.10 Bewegung im Magnetischen Feld

Nun wird die Bewegung der Elektronen iiber ein magnetisches Feld erweitert. Ana-

log zur Uberlegung fiir das elektrische Feld ergibt sich fiir die auf die Elektronen
wirkende Kraft .

ﬁzmc?:—e(E—i—ﬁxE):mE

TSC

(7.111)

Zusatzlich zur Kraft durch das elektrische Feld muss also die Lorentz- Kraft bertick-
sichtigt werden.

Unter Annahme, dass das Magnetfeld zur z-Achse ausgerichtet ist, erhédlt man fiir
die kartesischen Komponenten der Driftgeschwindigkeit

Ez sc
Ud,z - _e mT - wcTSC'U(Ly (7112)
E sc
Vdy = _6 ;;Z_ + WeTscVd,x (7113)
Ez sc
Vg = — = mT (7.114)

Hier ist w. die Zyklotron-Frequenz, die Frequenz, mit der sich die Elektronen im
Vakuum, somit im Falle des ballistischen Transports, forthewegen.

eB.
m

(7.115)

We =
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Hall-Effekt

Der Hall-Effekt tritt in einem stromdurchflossenen elektrischen Leiter auf, der sich in

einem Magnetfeld befindet, wobei sich ein elektrisches Feld aufbaut, das zur Strom-

richtung und zum Magnetfeld senkrecht steht. Dieses kompensiert die auf die Elek-

tronen wirkende Lorentzkraft.

Mit Hilfe des Hall-Effekts kann man die Elektronendichte im Material bestimmen.
Laut Abb.7.17 zeigt das elektrische Feld in x-Richtung und das Magnetfeld in

!a/ )

sl

——x

ool
Abbildung 7.17: Grafische Darstellung zum Hall Effekt

z-Richtung. Die Spannung tritt somit in y-Richtung auf, da sich die Elektronen
aufgrund der Lorentz-Kraft an der Stirnfliche der Probe ansammeln und von der
gegeniiberliegenden abwandern. Dieser Prozess hélt solange an, bis das entstandene
elektrische Feld die Ablenkung der Elektronen im Magnetfeld gerade kompensiert.

E sc
Vdy = _e v + WceTscVdz = 0 (7116)
m
Ey = Ud,sz (7117)

Mit W der Breite in y- Richtung und Vg der Hall- Spannung folgt

B, = ‘I;I/{ = Ryj.B. (7.118)
Vgp = —2 (7.119)

ne
die GroBie Ry bezeichnet man als Hall-Konstante.

E 1
Ry=—"%=—-—— 7.120
" . B ne ( )

7.1.11 Thermische Leitfahigkeit

Fir Elektronen ergibt sich fiir die thermische Leitfahigkeit die selbe Berechnung,
wie schon fiir Phononen. In einem Metall, das an einem Ende kalt und am anderen
heif} ist, wird ein Punkt gewahlt und angenommen, dass der Energiefluss an diesem
Punkt aufgrund der inneren Energie der Elektronen links und rechts zustande kommt
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Abbildung 7.18: Thermische Leitfdhigkeit im Metall

(Abb. 7.18).
Fir eine Dimension ergibt sich fiir die Warmestromdichte jy
1
Ju = §v(u(T(1’ — 1) —u(T(x+1))) (7.121)
(T = 1) — u(T(x + 1) du
= l = —vl— 122
Ju="v o v d (7 )
mit der mittleren freien Weglange [ = v7 und % = %% = ¢, folgt
: ar
ju = —viTe,— (7.123)

Fir drei Dimensionen ist die mittlere Geschwindigkeit in allen Komponenten die-
selbe

1

<VE>=< vl >=< vl >= 32 (7.124)
1

Ju = —gv%vVT (7.125)

ju=—KVT (7.126)

(7.127)

mit der Wérmeleitfahigkeit K als Proportionalitédtskonstante

1
K = gvlcv (7.128)

Wiedermann-Franzsches Gesetz

Dieses Gesetz besagt, dass fiir Metalle bei nicht zu tiefen Temperaturen das Verhalt-
nis von thermischer zu elektrischer Leitfahigleit direkt proportional zur Temperatur
ist.

Die Proportionalititskonstante K fur die thermische Leitfihigkeit ist

1
K = gvlcv (7.129)

Setzt man fiir die spezifische Warmemenge c, laut der Sommerfeld-Expansion ein,

7T2 2 ]’CBT
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ergibt sich libere weiteres Vereinfachen

172 kgT w2 2kgT
K = —-———nkpvpl = ———nkpT 7.131
32 EFnBUF 6mv%nBT ( )

Die Konstante o fir die elektrische Leitfahigkeit ist

2

o= 1 T (7.132)
m
Nun bildet man den Quotienten der beiden.
K gi@#nkgnc B WQIC%T (7.133)
o T a3 '
Dieses Verhéltnis ist nur noch von der Temperatur abhangig.
Man definiert die Lorenz-Zahl L als
K
L=—=244x10"% 7.134
T X (7.134)

Diese Lorenz-Zahl ist fiir alle Metalle in etwa gleich (Abb. 7.19).

= e N R DR A T R e
L % 10° watt-ohm/deg> L X 10° watt-ohm/deg®
g €

0°C 100°C Metal 0°C 100°C
2.31 2.37 Pb 2.47 2.56
2.35 2.40 Pt 2,51 2.60
2.42 2.43 Su 2.52 2.49
2.23 2.33 w 3.04 3.20
2.61 2.79 Zn 2.31 2.33

Abbildung 7.19: Experimentelle Lorenz-Zahlen (Daten aus [2])
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Kapitel 8

Energiebander
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Aufgrund der Komplexitat des Elektronensystems, wurden Naherungen eingefiihrt,
wie zum Beispiel die adiabatische Naherung, wo man davon ausgeht, dass sich Fest-
korpereigenschaften sich ndherungsweise in schwingungsdynamische und elektroni-
sche Eigenschaften aufteilen lassen. Jedoch kénnen auch bei dieser Naherung mit
ruhenden Kernen oder Riimpfen die Anregungszustéinde der Elektronen nicht quan-
titativ behandeln, denn es miisste noch immer eine Schrodingergleichung fiir 1023
Elektronen gelost werden. Deshalb betrachtet man weiters nur ein einzelnes Elektron
in einem effektiven periodischen und zeitunabhéngigen Potential.

Mit der Vereinfachung des Modells mit nur einem freien Elektron, bekommt man eine
weitreichende Einsicht in die Warmekapazitat, die thermische und elektrische Leitfa-
higkeit, die magnetische Suszeptibilitdt und die elektrodynamischen Eigenschaften
von Metallen. Jedoch kann man mit diesem Modell keine Unterschiede zwischen
Metallen, Halbleitern, Halbmetallen und Isolatoren erarbeiten, ebenso versagt das
Modell beim Auftreten einer positiven Hall-Konstante sowie bei vielen Einzelheiten
der Transporteigenschaften, besonders unter dem Einfluss von Magnetfeldern.

Da jeder Feststoff aus Elektronen besteht ist es besonders fiir die elektrische Leitung
essentiell zu wissen, wie die Elektronen auf ein d&ufleres Feld reagieren.

Die Kristallelektronen sind in Energiebandern angeordnet, die durch sogenannte
Bandliicken oder Energieliicken getrennt sind, in denen keine wellenartigen Elek-
tronenniveaus existieren. Die Bandstruktur beschreibt die Dispersionsrelation der
Elektronen und wird beeinflusst vom Festkorper-Gitterpotential. Dabei wird die
Energie gegen den (reduzierten) Wellenvektor k aufgetragen. Beziiglich des redu-
zierten Wellenvektors siehe ,Empty Lattice Approximation“. Hier ist vom redu-
zierten Wellenvektor die Rede, da nur die Dispersionsrelation innerhalb der ersten
Brillouin-Zone relevant ist. Die Energieliicken werden durch die Wechselwirkung der
Leitungselektronenwellen mit den Ionenriimpfen hervorgerufen. Anhand der Ener-
giebédnder kann man gut erkennen ob es sich beim betrachteten Kristall um einen
Isolator, einen Halbleiter oder ein Metall handelt.

8.1 Allgemeine Symmetrie Eigenschaften

8.2 Das Modell des nahezu freien Elektrons

Wenn man ganz grundlegend vom eindimensionalen Fall ausgeht, muss man folgen-
des berticksichtigen: Auch wenn man eine adiabatische Ndherung vornimmt, ist das
Losen der Schrodingergleichung noch zu komplex, somit wird das Problem noch wei-
ter vereinfacht. Man betrachtet nur ein Elektron in einem effektiven periodischen,
zeitunabhéngigen Potential, welches aus den ruhenden, sich in Gleichgewichtsla-
ge befindlichen, Atomkernen und allen anderen Elektronen gebildet wird. Bei dieser
sogenannten Einelektronenannaherung schirmen Elektronen das Kernpotential weit-
gehend ab und ein Potentialverlauf (l&ngs einer Atomreihe) bildet sich.
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Abbildung 8.1: Energie in Abhéngigkeit von der Wellenzahl k fiir ein vollstandig
freies Elektron

Die Naherung zeichnet sich dadurch aus, dass jene Elektron-Elektron Wechselwir-
kungen vernachléassigt werden konnen, die sich nicht als lokales Potential darstellen
lassen, so ist auch der Begriff . frei zu deuten.

Prinzipiell besitzen freie Elektronen der Masse m eine parabolische Dispersionsrela-
tion. Das heifit der Wellenvektor k und der Energie E sind iiber
hk)?
E(k) = (hk) (8.1)

2m

miteinander verbunden. Siehe diesbeziiglich auch ,,Empty Lattice Approximation®
Die moglichen Einelektronenzustande sind im k-Raum aber nicht nur auf einer einzi-
gen , Parabel”, sondern die Energieparabeln werden im reziproken Raum periodisch
fortgesetzt mit dem Periodizitatsintervall a im Realraum.

Der E(k)-Verlauf ist im k-Raum periodisch, und somit geniigt es, nur innerhalb
der ersten Brillouin-Zone die Energiebander darzustellen. Dabei reduziert man die
entsprechenden Parabeléaste auf die erste Brillouin-Zone, indem man die Parabeléste
um ein Vielfaches von G = %’T verschiebt. Beim eindimensionalen Problem liegt an
den Grenzen der ersten Brillouin-Zone eine Entartung der Energiewerte vor, die aus

dem Schnittpunkt jeweils zweier Parabeln herrtihrt.

Im Dreidimensionalen ist dies schon deutlich komplizierter: Wie bereits oben er-
wahnt handelt es sich hier um eine sehr effektive Naherung des nahezu freien Elek-
trons im Grenzfall eines verschwindend kleinen periodischen Potentials. Hierbei sind
die erlaubten Energiewerte im Wesentlichen kontinuierlich von Null bis Unendlich
verteilt und es gilt unter periodischen Randbedingungen eines Wiirfels der Seiten-
lange a:
o,y 5 5 , 2r 4w

Die Bandstruktur eines Kristalls kann durch das Modell des nahezu freien Elek-
trons mit der Wellenfunktion, wie in (7.3) dargestellt, beschrieben werden. Das k
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entspricht hierbei dem Wellenvektor. Dabei nimmt man an, dass das periodische
Potential der Ionenrtimpfe nur wenig Einfluss auf die Elektronen in den Béndern
hat.

Von wesentlicher Bedeutung sind die Energieliicken und die Bragg-Reflexion fiir
die Ausbreitung von Wellen in Kristallen, denn die Bragg-Reflexion ist die eigentli-
che Ursache der Energielticken. In diesen Energiebereichen, die man Energieliicken
nennt, existiert, wie bereits in der Einleitung kurz erwahnt, keine wellenartige Lo-
sung der Schrodingergleichung. Wenn man einen linearen Festkorper mit der Git-
terkonstante a betrachtet, kann man innerhalb der ersten Brillouin-Zone (£7) fiir
nahezu freie Elektronen im Vergleich zu vollstandig freien Elektronen eine Bandliicke
erkennen. In dieser Zone treten die ersten Reflexionen und die ersten Energieliicken
auf. Wenn man nun die Rander der ersten Brillouin-Zone betrachtet, erkennt man,
dass die Wellenfunktionen nicht laufende Wellen sind, sondern die Losung fiir diese
speziellen Werte fiir k (£7) sind stehende Wellen mit ortsfesten Nulldurchgdangen.
Diese stehenden Wellen kann man sich vorstellen, als wie wenn sie durch Uber-
lagerung einer einlaufenden und der ,Bragg-reflektierten®, zuriicklaufenden Wellen
entstehen. D.h. wenn der Wellenvektor k die Braggbedingung k = +% erfiillt, er-
fihrt eine nach rechts laufende Welle eine Bragg-Reflexion an der Gitterebene und
lauft nach links weiter, so wie auch umgekehrt. Jede nachfolgende Reflexion kehrt
ihre Ausbreitungsrichtung um und eine wieder nach rechts oder nach links laufender

Welle ist eine stehende Welle:

Y(+) = eF) 4 ) = 2c08() (8.3)
a

Y(—) = ') — o) = 9i5in("Y) (8.4)
a

Die beiden stehenden Wellen sind aus gleichen Anteilen links- und rechtsgerichteter,
laufender Wellen zusammengesetzt.

Dieses Modell bildet den Grundstock fur das Bandermodell.

8.2.1 Kurzzusammenfassung

o Welche Vereinfachungen nimmt man vor?

— Vereinfachung des nahezu freien Elektrons, Annahme eines symmetri-
schen Potentials unter periodischen Randbedingungen. Im Eindimensio-
nalen: ausgehend von Parabeln in zwei Dimensionen. Im Dreidimensio-
nalen: ausgehend von Paraboloiden in vier Dimensionen.

e Weshalb?

— Ansonsten ist die Schrodingergleichung sehr mit 1023 Termen zu l6sen
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8.3 Empty Lattice Approximation

Man betrachtet eine Welle beziehungsweise ein Elektron, das sich in einem Kristall
bewegt, diese werden abgelenkt, wenn sie auf Brillouin-Zonengrenze auftreffen. Die
Dispersionrelation der freien Elektronenlosung kann als Parabel angendhert werden
bis zu einer Brillouin-Zonengrenzen.

Da der F (E)—Verlauf im k-Raum periodisch ist, geniigt auch eine Darstellung inner-
halb der ersten Brillouin-Zone, denn ein k — Wert auBerhalb der ersten Brillouin-
Zone kann als ein k-Wert innerhalt der ersten Brillouin-Zone plus ein G (reziproken
Gittervektor) geschrieben werden.

Dies sieht tiber die Blochform so aus:

Vi (7) = eiEFZ C«éeiGF _ ez’(E—&—G‘")FZ Céein’ _ 67;14/7?2 O -t (G+E)7 (8.5)
G

Die Dispersionsrelation beugt sich, wenn es auf eine Brillouin-Zonengrenze trifft
und ein Spalt erscheint. Eine Entartung der Energiewerte liegt vor, wenn sich zwei
Bander schneiden

Es gibt drei Varianten Bandstrukturdiagramme:

o FErweitertes Zonenschema

I

121 Uag!

Abbildung 8.2: Darstellung der verschiedenen Bénder in verschiedenen Zonen

o Periodisches Zonenschema
¢ Reduziertes Zonenschema

Dies sind aber nur die Darstellung in einer Dimension, man kann dieses Problem
auch in 2 bzw. 3 Dimensionen zeigen:

Hier wird die Dispersionsrelation iiber ein Paraboloid angenédhert und dies ist auf
einen reziproken Gitterpunkt zentriert. Die Paraboloide kénnen sich genauso tiber-
schneiden und hoher werden. Auch hier wird wie zuvor nur die erste Brillouin-Zone
betrachtet und aus der konnen die Dispersionsrelationen fiir andere Wellenzahlvek-
toren auflerhalb der ersten Brillouin-Zone abgeleitet werden.
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Abbildung 8.3: Darstellung aller Bander in verschiedenen Zonen
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Abbildung 8.4: Darstellung aller Bander in der ersten Brillouin-Zone

8.4 Plane Wave Methode

Bei dieser Methode geht man von der Schrédingergleichung aus.

2
Gty Uo7y = B (8.6)

2m

Uno(7) bezeichnet hier das dreidimensionale Potential des Molekularorbitals. Man
kann Upo(7) und ¢ auch als Fourier-Reihe anschreiben. Dadurch ergibt sich:

Unio(?) = S Use™ (i) = 3 Cpe™ (8.7)
G k

Nach dem Gesetz von Coulomb kann man Uy (7) aber auch als

—7e? 1 —Ze? eiCr

S = 8.8
;v— 1~ Ve 2@ (8:8)

anschreiben, wobei V das Volumen einer Einheitszelle ist.

Bei der Schrodingergleichung handelt es sich um eine Differentialgleichung, die wir
in eine algebraische Gleichung, durch Anschreiben einer Matrix, umformen kénnen,
wodurch wir die Losungen der Gleichung erhalten. Uyo(7) und ¢ als Fourierrei-
hen in die Schrodingergleichung eingesetzt und diese anschliefend zweimal nach
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Abbildung 8.5: 3D-Darstellung der Bénder

abgeleitet, sieht dann so aus:

21.2 o . o
S e L S S UG O Y G (s9)
k G ¥ E

Da die ebene Welle (plane wave) auf der rechten Seite gleich der ebenen Welle (plane
wave) auf der linken Seite sein muss, gilt folgende Bedingung:

K+G=k—k=k-G (8.10)

J wird nun durch die obig genannte Gleichung ersetzt.

Obige Gleichung aufgeldst, ergibt die ,central equation® Gleichung (eine fiir jedes k
in der ersten Brillouin-Zone):

h2k?
<% — E) CE + ZU@CE_é =0 (8.11)
G

In dieser Gleichung sind C und E unbekannt. Um auf eine Losung zu kommen, muss
man daher eine Matrix daraus bilden. Umgeformt in eine Matrixgleichung sieht diese
SO aus:

MC = EC (8.12)
Wobei die diagonalen Elemente
hbar? - -
(- G) (8.13)

und die nicht-diagonalen Elemente gleich
Ze?

M = — e
V€0(Gi — Gj)2

v

(8.14)
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1 (k-2G,)’ ]
- E Us U, Use, Usg, Usg |- . -
n(k-G,) Cyis
, _ , ; ; 26,
U - E U, Usg, Usg, Usg, || *
=m Ck+Gt
. . nk . . i _
Usg, U, S E Us, Uss, Usg || G [=0
) 2 Cﬁ——Gc
. . i (k+G,y) . . r
Ulg, Usg, U, S E Ug, Uss, || Cog,
n(k+2G,) - F :
Usg, Ussg, Uosg, U, S —-E U,

sind.

Die ,central equations” Gleichung kann in erster Dimension oder in dritter Dimen-
sion (einfache kubische Dimension) gelost werden. In eine Matrix geschrieben, sieht
die erste Dimension wie folgt aus: Bei der dreidimensionalen ,central equations®
betrachtet man die Nachbarn im k-Raum die besonders dicht beieinander stehen.
Dazu betrachtet man die Summe

V(7) =3 Uge'® (8.15)
G

etwas naher und erkennt, dass diese Summe sich auch wie folgt anschreiben l&sst.

V() = Uy + Uy (€5 4755 4 &% 4 e 4 0% 4 o7%) (8.16)

Dabei nimmt man nur die nichsten Nachbarn,

G;O()v G;()O) G—_;007 G8107 GO_;107 G3017 G()E:—l <817)

und formt diese Gleichung anschlieend auf folgende Form um:

2 2 2
V(r) = Uy + 2U4 (cos (ms) + cos <7Ty> + cos (m)) (8.18)
a a a
Diese setzt man in die Schrodingergleichung ein und erhélt wieder die ,,central equa-
tions* Gleichung:

h2k?
( o - E) CE + ZU@OE—@ =0 (8.19)
G

Um diese Gleichung zu 16sen, bedarf es wiederum einer Matrix. In einer 7x7 Matrix
stellt sich diese Gleichung wie folgt dar:
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' - ) 2 3
2z 27 »
ﬁ_lk"' Jﬁ':l 2 3 2 2 2 2 2 2 13 1 3
. a —Ze a —Ze'a —Ze'a —Ze"a —Zea —Zea
3 3 3 g 5 5
2m 2V e cenEo T ) - Vit ceno ™~ 2V s canEo T 2V e cen o AV s cen o
) W2
(- 2 :
2 T
2 2 ﬁ_[k_ kr] 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
—Ze'a \ a —Ze'a —Ze'a —Zea —Zea —Zea
) 2 2 2 2 7
2V can €T 2m 2V can €T Vit eS0T 2V s cano W i e €07 2V s ceno ™
) 2
= 2w
2 2 2,2 ﬁ_[k_ kxl 2 2 2 2 2.2 22
—Ze'a —Ze'a \ a —Ze'a —Zea —Zea —-Zea
3 3 3 3 3 ]
2V e can€o 2V e o™ 2m Ve cenBo ™ AV e cen€a T S - 2V e o
2 2 2 2 2 2 242 2 2 2 12 3 2
—Ze'a —Zea” —Zea ik~ —Ze"a" —Ze'a” —Ze"a~
] 3 ] 3 3 =
Vi ceno ™ Vazit can €00 Vs ceno0 2Zm Vi cn&o Vamst cano V izt can o0
r 2 2
2= 2w »
2 2 22 2 2 2 2 ﬁ_lk_ kxl 22 2 2
-Ze'a —Ze'a -Ze'a -Ze'a X a ) —Zea -Zea
2 2 2 2 2 2
2V it can€o ™ 2V i cenfo VW oecar®e™ VimrcarFoT 2m 2V i cen 6o 2V wircan €0
P 2
7 2@
2 2 2 2 2 2 22 2 2 f’_[k__k-.-] 2 2
—Ze'a —Ze"a —Ze'a —Ze'a —Ze'a X a -, —Ze"a
3 3 5 ] 3 ]
2V sz can 60T AV e ceno T 2V sz can 60T "y 2V it can 0T Zm 2V iecan o
p 2
s 7 27 2
2 2 12 12 22 2 2 12 h_[k_ k.
—Ze'a —Ze a —Ze'a —Ze'a —Ze"a —Ze'a . a )
3 3 3 ] 3 3
. s cnBoT 2V e cen B0 2V it can BT Viwst cena 2V sase canBo T L —— 2m J

Wenn man die bei der ,,plane wave“ Methode die Amplitude des Coulombpotentials
Null setzt erhédlt man die ,,empty lattice“ Annédherung also das freie Eletronenmodell.
Abb. 8.6 veranschaulicht den Unterschied zwischen der ,empty lattice“ Anndherung
(links) und der ,plane wave*“ Methode (rechts).

empty lattice

B

818

BE-18 1
N

4E-18

2E-18

r X T X

Abbildung 8.6: Unterschied zwischen der ,empty lattice“ Anndherung (links) und
der ,plane wave“ Methode (rechts).
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8.5 Bloch-Theorem

Man beginnt anfanglich mit dem Problem, dass man die Schrédingergleichung fiir
ein periodisches Potential 16sen will:

HF) = [—fmw ; vm] () = E(7) (5.20)

Somit gilt fiir das Potential:

V() = V(F+ R) (8.21)

R ist ein beliebiger Translationsvektor im dreidimensionalen periodischen Gitter und
besteht aus Vielfachen der drei Basisvektoren des Realgitters.

Da das Potential V(7) gitterperiodisch ist, ldsst es sich in eine Fourier-Reihe entwi-

—

ckeln, als in Terme des Gittervektors (G) geschrieben werden:

V() = 3 Vel (8.22)
a

Aufgrund der Gitterperiodizitét von V (7) ist der Vektor G ein reziproker Gittervek-
tor.

Fir eine periodische Wellenfunktion ist der allgemeinste Ansatz in Form der Ent-
wicklung einer ebenen Welle:

(i) = 3 Cre'™ (8.23)

Dies ist stellt eine Wellenfunktion dar, die die periodischen Randbedingungen erfiillt.
Hierbei ist k£ ein Punkt des reziproken Raumes, man kann sich dies in einer Box mit
einer bestimmten Grofle mit dazugehorigen erlaubten k-Vektoren vorstellen.

Setzt man die beiden zuletzt genannten Gleichungen in die Schrodingergleichung
ein, so erhalt man:

k2 o o
Z 2 CEelkT + Z Vé’clgel(k +G)T — E Z CE@Z'I{W (824)
m =

—

k.G k

=0 (8.25)

Da wir ja tiber alle k-Vektoren und alle reziproken Gittervektoren aufsummieren be-
deutet eine Umbenennung des Summenindex nur eine Modifikation der Reihenfolge
aber keiner Anderung des Wertes, somit ist dies ein erlaubter Vorgang.
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Die letzte Gleichung gilt fiir jeden Ortsvektor 7, wenn als ein Ausdruck unabhéngig
vom Ortvektor ist, muss er verschwinden.

h2k?
< — E) + Z Vé’CE_é =0 (8.26)
G

2m

Dies ist also die Darstellung der Schrodingergleichung im Wellenzahlraum und funk-
tioniert nur mit den Entwicklungskoeffizienten C, deren Wellenzahlvektor um den
reziproken Gittervektor unterscheidet. Das Problem zerbricht nun N Probleme, N
steht fiir die Anzahl der Elementarzellen beziehungsweise der Wellenzahlvektoren.
Die N resultierende Losungen lassen sich als Superpositionen ebener Wellendar-
stellen, der Wellenzahlvektor unterscheidet sich auch hier nur um den reziproken
Gittervektor G. Die Eigenwerte der Schrédingergleichung sind als nur mehr nach
dem Wellenzahlvektor abhéngig und die dazugehorige Wellenfunktion lautet:

Y(P) = 3 Cp_ et B0 (8.27)

Man kann nun das Problem wieder von neuen beginnen und aufgrund der strengen
Periodizitat schon ab der ersten Brillouin-Zone die Wellenfunktion abbrechen und
nur den Raum der ersten Brillouin-Zone betrachten und in auf irgendeinen rezi-
proken Gitterpunkt hineinkopieren, sodass er diesen Raum fiillt. Durch periodische
Fortsetzung lassen sich somit Aussagen iiber den ganzen k-Raum gewinnen.

G = Y 3 Cry e ™OT (8.28)

kel1.Bz G

Dies setzt man wieder in die Schrédingergleichung ein und man erhélt als Losung
fiir das neue Problem:

D7) = 3 O, g7 (8.29)

Man kann nun gut erkennen, dass ein Umformen der Gleichung, wie es nun erfolgt
erlaubt ist:

Dp(F) = Z CEJrGﬁez'(UrG*)F _ eiEF’Z Cp, G eikFuE(F) (8.30)
G G

Wobei uj () eine periodische Funktion darstellt (zum Beispiel die Fourierreihe eines
Gitters)

—

Vi(7) = e uz(7) (8.31)
nennt man Blochform

Nun gilt es die Eigenfunktionen der Schrédingergleichung oder besser gesagt des
Hamiltonoperators zu finden, dies kann durch die Weise geschehen, dass man die
Eigenfunktionen des Translationsoperators sucht, denn dessen Eigenfunktionen sind
auch diese der Schrodingergleichung.
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Der Translationsoperator hat die Eigenschaft T'f(z) = f(z + a) = Af(z).

. . . . . i2mj :
Bei periodischen Funktionen kann A die Form von A = e = e** annehmen und
soll auf der 1 basieren, somit kann k die N Werte von =* bis = annehmen, damit

sind die Blochlosungen die Eigenfunktionen des Translationsoperators.

Tmnl¢k (’F‘) _ 6iE(F+ma_i+na_é+la§)uE(F+ ma_i + n(fg + la}) — eiE(F—I—ma‘i-}—na}-&-la_{;)wk(,r—,')
(8.32)

Somit haben die Eigenfunktionslosungen der Schrodingergleichung die Blochform.

Einelektronenzustande eines periodischen Potentials lassen sich durch Energiefla-

chen E = E(k) im reziproken Raum als periodische Funktion darstellen. Alle Ener-
gieflichen zusammengefasst diirfen sich ,elektronisches Bénderschema® nennen.

8.6 Kronig-Penny-Modell

Das Kronig-Penny-Modell ist der einfachste Ansatz fiir ein peridosiches Potential.
Dabei wird das Kristallpotential durch ein periodisches Rechteckspotential angen-
hahert. Die Plateauspannungen werden dabei als Vj bezeichnet, die Potentialtopf-
weiten als a und die Plateauweiten als b. Fir das Kronig-Penny-Modell muss nun
die Schrodingergleichung fiir Vo und V(z) = 0 gelost werden. Nun setzt man die
Losungen fiir die Grenzbereiche fiir a = 0, a+b, 2a usw. zusammen und prift nach
Stetigkeit der Wellenfunktion und der ersten Ableitung.

Man geht von der eindimensionale stationdre Schrodingergleichungaus und setzt den
Hamiltonoperator ein und erhélt folgende Gleichung:

—5 s V(@ =Ey (8.33)

Die Losungen ergeben ebene Wellen, die durch den Wellenwektor k charakterisiert
sind. Die Gesamtenergie ergibt sich somit als Funktion dieses Wellenvektors. Dafiir
ergibt sich fiir ¢ allgemein:

U (z) = A 4 Bre~* = A, sin (kz) 4 By cos (k) (8.34)

Po(x) = C1e"™ + Die** = Oy sin (K'z) + Dy cos (K'x) (8.35)

Hierbei sind zwei verschiedene Wellenvektoren & und &’. Diese sind aber nicht un-
bekannt und durch Energie und Potentialhéhe berechenbar sind.

Durch Stetigkeit der Wellenfunktionen und der ersten Ableitungen folgert man
By = Dy kAy = K'Cy (8.36)

Dadurch erhélt man zwei Gleichungen mit vier Unbekannten. Durch Einsetzen der
Randbedingungen an allen anderen Potentialsprungstellen erhélt man aber unend-
lich viele Losungen. Das Gleichungssystem, das sich daraus ergibt ist somit tiber-
bestimmt und ergibt keine eindeutigen Losungen. Da wir es aber mit einem realen
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Problem zu tun haben, muss es Losungen geben und damit vier linear unabhangige
Gleichungen.

Hier kommt das Bloch-Theorem zu tragen, das im Abschnitt zuvor ausfithrlich er-
lautert wurde. Es stellt Beziehungen zwischen den Losungen und folgert somit die
vier Koeffizienten der Wellenfunktionen. Fiir ein gitterperiodisches Potenzial gilt:

By (x+nl) = MO (x) nel  qe [ T ”]

A
Danach wird die Gleichungen als homogene Matrizengleichung angeschrieben. Das
Gleichungssystem hat also nur dann eine Losung wenn die Determinante der Matrix

verschwindet. Der gegebene Vektor muss dabei konstant oder ungleich 0 sein um
eine charakteristische Gleichung zu erhalten.

(8.37)

Um die Gleichung noch zu vereinfach substiutiert man nun
sin (iz) = isinh (z) cos (ix) = cosh (x)k' = ix (8.38)

Nun muss man fiir die Losungen zwischen verschiedenen Regionen unterscheiden.
Fir (0 < x < b) gilt:

() = cos (kaz) () = Sink(lklx (8.39)

fir (b < x < a+b) gilt hingegen:
ki sin (ko(x — b)) sin kqb)

() = cos (ka(x — b)) cos (k1b) — s (8.40)
() = cos (ka(x —kf)) sin (k1b) N sin (ko(x —ka)) cos k1b) (8.41)
mit
_2m(E - V) . _[2m(E = VW)
ky = — 2 sowie ko = — 2 (8.42)

Jede weitere Losung ist eine Linearkombination von ¢; und 1)5. Durch Kombination
der Losungen und Berechnung des Translationsoperators lésst sich so die Zustands-
dichte (density of states) berechnen. Dies ist in den lectures sehr ausfiihrlich erklért.

9 dk  2dk da

D(E) = SO0k _ 20k do 9 8.43
(E) ~dE ~ ndadp = 1*<? (8.43)
D(E) = 0 a2 (8.44)

8.7 Tight Binding Modell

8.8 Bandstruktur

Die Bandstruktur beschreibt elektronische Energiezustinde in einem idealen Ein-
kristall. Das Potential wird dabei vereinfacht und streng periodisch angenommen.
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Siehe auch Kapitel 8.1.

Bandstrukturen werden fiir gewohnlich als Diagramme Energie E gegen Wellenvektor
k dargestellt, wobei man nur die erste Brillouin-Zone betrachtet. Sollte der Wellen-
vektor k aulerhalb der ersten Brillouin-Zone sein, so wird er mittels Subtraktion
eines geeigneten reziproken Gittervektors in die erste Zone hineingespiegelt. Man
spricht dabei vom Umklapp-Prozess.

Wie bereits in der Einleitung erwahnt, kann man anhand der Bandstruktur erken-
nen, ob es sich um ein Metall, einen Isolator oder ein Halbmetall handelt. Anhand
Abbildung 8.1 kann man dies vereinfacht erkennen.

Ein Bild von Energiebdndern findet man auf folgender Wikipedia-Seite:
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Bédndermodell.PNG

Bei der Dispersionsrelation wird die Energie E gegen den reduzierten Wellenvektor
k aufgetragen, wobei die Skalierung der k-Achse sehr entscheidend ist (Der redu-
zierte Wellenvektor k wird durch die Empty Lattice Approximation beschrieben).
Aus dieser Gesamtdarstellung der F/(k)-Flachen im Raum der Wellenvektoren kann
man wesentliche Information gewinnen. Man betrachtet dabei Schnitte der Energie-
flachen langs Richtungen hoher Symmetrie durch die erste Brillouin-Zone um einen
Uberblick iiber die oft komplizierten Flichen zu bekommen.

Die k-Achse ist nach diesen Symmetriepunkten eingeteilt, wobei von dem Punkt I’
ausgegangen wird, da genau hier k = 0 gilt. Somit entspricht der Punkt I' dem Zen-
trum der ersten Brillouin-Zone. Je nach betrachtetem Bravais-Gitter ist auch die
Bezeichnung der Symmetriepunkte verstidndlicherweise unterschiedlich. Bei einem
fec-Gitter wird von I' ausgehend in die [111]-Richtung (L) weiter gegangen und so
werden die Richtungen X [100] und K [110] auch untersucht (Miller-Indizes). Wei-
tere auftretende Symmetriepunkte bei einem fce-Gitter sind W und U.

Bei einem bcee-Gitter sind die Symmetriepunkte vor allem durch T, H, P und bei
einem simple-cubic-Gitter durch I', M, R und X gegeben. Bei einem hexagonalen
Gitter sind die Symmetriepunkte K, I'; A, H, M und L.

Alleine anhand dieser k-Achsen Beschriftung kann man rasch zwischen den Bravais-
Gittern unterscheiden. Noch dazu ist die Bandstruktur d&hnlich, wenn es sich um die
gleiche Kristallstruktur handelt und weist somit die gleichen Charakteristiken auf.
Bei der Brillouin-Zone Grenze wird die Grenze genau in einem Winkel von 90° ge-
troffen. Wenn man das Auftreffen der Wellen auf die Brillouin-Zone mit 90° auch
bei der Empty Lattice Approximation hinzufiigt, bekommt man meist sehr gute An-
ndherungen an die Dispersionsrelation.

Wenn N die Anzahl der primitiven Elementarzellen ist, dann trigt jede primitive
Elementarzelle genau einen unabhangigen Wert von k zu jedem Energieband bei.
Dazu kommen noch zwei unabhéngige Einstellungen des Elektronenspins und es
entstehen gesamt 2N unabhéngige Niveaus in jedem Energieband. Wenn also die
Einheitszelle nur ein Elektron enthalt, ist das Band bis zur Hélfte mit Elektronen
gefiillt. Sind jedoch zwei beitragende Valenzelektronen in jedem Atom, kann das
Band vollstandig gefiillt sein.

Wie beim Modell des nahezu freien Elektrons beschrieben, entstehen durch die
Bragg-Reflexion an den Gitterebenen stehende Wellen und dadurch kann man sich
die Energieliicken erklaren. Die Energiebanderstruktur ist abhangig von der Kristall-
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struktur und der Ausbreitungsrichtung der Elektronenwellen. Das hochste gefiillte
Band wird Valenzband und das niedrigste leere Band wird Leitungsband genannt.
Die Bandliicke ist die Differenz zwischen der niedrigsten Energie im Leitungsband
und der hochsten Energie im Valenzband.

Anhand der Bandliicken und der Struktur der Energiebdnder kénnen Isolatoren,
Metalle und Halbmetalle unterschieden werden, wobei die Fermi-Energie eine ent-
scheidende Rolle spielt. Denn das Auffiillen der Bandstruktur mit den zu Verfiigung
stehenden Elektronen geschieht bis zur Fermi-Energie. , Trennt“ die Fermi-Energie
genau die besetzten von den unbesetzten Zustdnden, und ist die Density of States in
diesem Bereich genau Null, so spricht man von einem Isolator, sofern die Bandliicke
grof genug ist und die Zahl der Valenzelektronen in der primitiven Einheitszelle ge-
rade ist. Hier sind thermische Fluktuationen bei Raumtemperatur viel zu schwach
um Elektronen vom gefiillten Valenzband in das leere Leitungsband zu ,heben®
Auch ein dufleres elektrisches Feld kann keinen Stromfluss erzeugen. Man spricht
von Isolatoren wenn die Bandliicke mehr als 3 eV betragt.

Bei den Halbleitern hingegen ist die Bandliicke kleiner als bei Isolatoren und so-
mit konnen bei Raumtemperatur durch thermische Fluktuation Elektronen aktiviert
werden und vom Valenzband in das Leitungsband gelangen und es entsteht Leitfa-
higkeit, die mit steigender Temperatur zunimmt. Bei sehr niedrigen Temperaturen
verhalten sich Halbleiter aber wie Isolatoren.

Wenn die Unterkante des Leitungsbandes energetisch tiefer liegt als die Oberkante
des Valenzbandes und wenn die Zustandsdichte bei der Fermi-Energie sehr gering
ist, spricht man von Halbmetallen. Sie besitzen in etwa einen 100fach kleineren Wert
fiir die Zustandsdichte als normale Metalle. Nebenbei kann noch erwahnt werden,
dass bei der Dispersionskurve von Phononen man optische und akustische, sowie
transversale und longitudinale Zweige unterscheiden kann.

Wenn sich die Bander energetisch tiiberlappen bzw. die Fermi-Energie ein Band
schneidet, spricht man von einem Metall. Dabei grenzen verstandlicherweise die
leeren Zusténde direkt an die gefiillten. Die Alkalimetalle und Edelmetalle besitzen
ein Valenzelektron pro primitive Einheitszelle, also muss es sich um Metall handeln.
Nebenbei kann noch erwahnt werden, dass dazu im Unterscheid bei der Dispersions-
kurve von Phononen (w gegen k) man optische und akustische, sowie transversale
und longitudinale Zweige unterscheiden kann.

8.8.1 Kurzzusammenfassung

e Was erkenne ich auf dem ersten Blick anhand der Bandstrukturen?

— man kann anhand der Struktur der Bandliicke und der Lage der Fermi-
Energie zwischen Isolatoren, Metallen und Halbmetallen unterscheiden

o welche Vereinfachungen wurden dabei vorgenommen?

— idealer Einkristall, wobei aus Periodizitatsgriinden nur die erste Brillouin-
Zone betrachtet wird
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Kapitel 9

Kristallphysik
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9.1. DEHNUNG (STRAIN) UND SPANNUNG (STRESS)

Kristallphysik erklart die physikalischen Eigenschaften und die daraus resultierende
Effekte, bei der die Kristallsymmetrie und die Anisotropie besonders berticksichtigt
werden.

9.1 Dehnung (strain) und Spannung (stress)

9.1.1 Dehnung

Wir betrachten einen 3-dimensionalen Kristall (x,y,z), auf den keine Krafte wir-
ken. Was passiert, wenn man eine Kraft in y-Richtung anlegt? Die beiden anderen
Vektoren werden von dieser Dehnung beeinflusst. Der x-Vektor wird sich sowohl
in y-Richtung, als auch in z-Richtung bewegen und kiirzer oder langer werden, je
nachdem in welche Richtung die Kraft wirkt.

= (14 €42)T + €2 + €2.2
Y = eyl + (14 €))7 + €2 (9.1)
2=l + i+ (1+6.,)2

x’,y’,z’...neue Ortskoordinaten.
Die neun Epsilon ergeben die Dehnungsmatrix (Strain matrix).

Die Diagonalelemente beschreiben dabei eine Streckung oder Stauchung und die
anderen Matrixelemente beschreiben eine Richtungsidnderung. Die Verzerrung ist
eine dimensionslose Grofle. N

l

g

(9.2)

9.1.2 Spannung (stress)

Wir haben 9 mogliche Kraftwirkungen auf einen Korper, die wir in einer Matrix
anordnen konnen, die durch den Spannungstensor dargestellt werden:

X /A X,/A, X./A,
o= |Y., /A, Y, /A, Y. /A, (9.3)
ZiJA: ZyJA, Z./A,

Die Diagonalelemente stellen dabei die Normalspannungen dar, also die Kréifte, die
senkrecht zur Flache wirken, sie werden je nach Richtung Zugspannung oder Druck-
spannung genannt. Die nichtdiagonalen Elemente werden als Scherspannungen be-
zeichnet. Sie wirken tangential zur Flache, stellen also eine Belastung auf Scherung
dar.

Spannung (stress) hat dieselbe Formel wie Druck:
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9.2. STATISTISCHE PHYSIK

o=— (9.4)

Dehnung und Spannung sind nicht unabhingig voneinander. Andert man eine der
neun moglichen Spannungen, dndert sich auch die Dehnung des Kérpers. Diese An-
derung muss nicht in Richtung der angelegten Spannung sein. Es gibt neun Arten
von Spannung und neun Arten von Dehnung. Insgesamt gibt es also 81 mogliche
Anderungen. Diese Anderungen werden durch einen vierdimensionalen Steifigkeits-
tensor (stiffness tensor) dargestellt.

€ij = Sijkl * Okl (9.5)
Das Inverse dieses Tensors nennt sich Federungstensor (compliance tensor).

Oi5 = Cijkl * €kl (9-6)

In der Tensoranalysis verwendet man, wie auch in diesem Fall, die Einstein’sche Sum-
menkonvention. Mit ihr werden die Summenzeichen zur Verbesserung der Ubersicht
einfach weggelassen und stattdessen wird iiber doppelt auftretende Indizes sum-
miert.

9.2 Statistische Physik

Wir wollen nun tiber die statistische Physik einen Ausdruck fiir die Gibbs’sche freie
Energie oder auch Gibbs-Potential herleiten, da wir iiber dieses Potenial viele inter-
essante Effekte in Kristallen berechnen koénnen.

Wir gehen von einem mikrokanonischen Ensemble fiir die innere Energie U aus.

dU(S, M, p, 6) =TdS + O'ijdﬁij + EndP, + H,dM, (97)

U héngt dabei nur von extensiven Grofien (Entropie (S), Magnetische Polarisati-
on (M), elektrische Polarisation (P), Teilchenanzahl, Volumen, etc...) ab. Da die
Entropie in Experimenten sehr schwer zu kontrollieren ist, wenden wir eine Legend-
re Transformation an, um zur freien Energie von Helmholtz zu gelangen, mit der wir
die Entropie durch die Temperatur ersetzen konnen. Um zum Gibbs’schen Potential
zu gelangen, braucht man dann noch eine Reihe von weitere Legendre Transforma-
tionen. Das Gibbs’sche Potential hangt dann nur mehr von den intrinsischen Groflen
(Temperatur (T), Magnetisches Feld (H), elektrisches Feld (E) und Druck (o)) ab.
Diese konnen bei Experimenten bequem kontrolliert und verédndert werden.

G(T,H, E,O’) = U—ST—O’ijEij —EkPk—HlMl (98)
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9.2. STATISTISCHE PHYSIK

Nun bilden wir das totale Differential des Gibbs-Potentials

dG =dU — SdT —TdS — O'Z‘jdeij - Eijdaij - Ekdpk - PkdEk - HldMl - MldHl (99)
In diese Formel setzten wir nun den Ausdruck fur dU von vorher ein und erhalten

Wie wir wissen kann man ein totales Differential auch in folgender Form schreiben

oG oG oG oG

Vergleich der beiden Ausdriicke fiir dG liefert:

oG oG
oG oG
L‘mj =~ L“)Hl] =M

Viel interessanter wird es, wenn wir die zweiten Ableitungen des Gibbs-Potentials
bilden. Man erhalt 16 Terme, wobei jeder Term einen Effekt bezeichnet, der in
Kristallen unter gewissen Vorraussetztungen auftreten kann. Diese 16 Terme kann
man nun in eine Matrix schreiben.

de;; = g;:l o + :%:Qd& + g;;l] dH, + :%3314@ ..Dehnung

dP;, = :géiiz:;lakl + gg;GdEk + :8 : dH, + :g];iLdT ...Polarisation
dM; = :giﬁ:gdakl + ggj . dE), + :GHZ] dH; + 88]\7/{2] dT ...Magnetisierung
dS = fifiz ; doy + ggk 3 dE; + (9Hl] . dH; + gi] . dT ...Entropie

Diese Matrix ist in gewisser Weise symmetrisch beziiglich ihrer Hauptdiagonale, da
das symmetrische Element immer den reziproken (umgekehrten) Effekt beschreibt.

1. Elastische Deformation
2. Reziproker Piezoelektrischer Effekt
3. Reziproker Piezomagnetischer Effekt

4. Thermische Expansion
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9.2. STATISTISCHE PHYSIK

. Piezoelektrischer Effekt
Elektrische Polarisation
Magneto-Elektrische Polarisation

Pyroelektrizitat

© 0 N o o

Piezomagnetischer Effekt

10. Reziproke Magneto-Elektrische Polarisation
11. Magnetische Polarisation

12. Pyromagnetismus

13. Piezokalorischer Effekt

14. Elektrokalorischer Effekt

15. Magnetokalorischer Effekt

16. Warmedurchfluss

9.2.1 Intrinsische Symmetrien

Alle diese Effekte, die wir untersuchen, konnen wir als Tensoren schreiben und nicht
alle Elemente der Tensoren sind unabhéngig. Also kénnen wir sie in Verbindung
setzen. Da es bei partiellen Ableitungen egal sein muss, nach welcher Variable man
zuerst ableitet, treten in unserem Tensor gleiche Elemente auf.

B e i | R P R o R

Gaklaalj 8akl 8al-j80kl 801-]»

Wenn man also dem ersten und zweiten Index mit dem dritten und vierten ver-
tauscht, erhdlt man bei vierdimensionalen Tensoren dieselben Werte. Dies gilt auch
fiir zweidimensionale Tensoren. In diesem Fall erhéalt man eine symmetrische Matrix
beziiglich ihrer Hauptdiagonale.

0%G oM, 0%G oM,
_ = = = — = = 9.14
[aﬂkam] om, Y [8H16Hk] om, Y (9-14)
0*G oP, 0*G OP;
[anaEJ o, M [aEkaE]] 0B, " (9.15)
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9.3. KRISTALLGRUPPEN UND SYMMETRIEN

9.2.2 Direkte und reziproke Effekte (Maxwell-Relationen)

Wie schon erwéhnt, ist unsere Matix symmetrisch beziiglich der Hauptdiagonale.
Diese Symmetrie entsteht wieder, da es bei partiellen Ableitungen egal sein muss,
nach welcher Variable man zuerst ableitet. Betrachten wir nun den piezoelektrischen
Effekt und den reziproken piezoelektrischen Effekt.

_8276:_@__ 0°G | _ |9y —
80,-j8Ek n &IU n 8Pk8aij n (‘3Ek Tk

Die elektrische Polarisation dndert sich mit dem Druck in gleicher Weise wie sich die
Ausdehnung des Kristalls beim Anlegen eines elektrischen Feldes dndert. Deshalb
nennt man dieses dj,;; auch Piezoelektritzitdtsfaktor. In der Thermodynamik nennt
man diese verwandten Gréflen Maxwell-Relationen. Diese sind sehr praktisch, um
Experimente auf Fehler zu tuberpriifen.

(9.16)

2 [ [ 2 [ ..
_ajngzl B (‘;an]\;[;} - _ai[lg/ij] - gzﬂl] = Quij (9.17)
2 - o .
- 2 [ [ 2 I ..
ﬁi‘ng] B _80U1 _8286;71 = a;;} = Qij (9.19)
o L L& ¢
_a?a%k] B _apk] _@gkgT] = ggk] = Dk (9.20)
2 - o -
_a?ain] N aMl] _éi[lgT] B _;f[l] — (9:21)

9.3 Kristallgruppen und Symmetrien

Kristalle konnen in Rotation, Reflektion, Inversion usw. symmetrisch sein. Diese
Symmetrien formen eine Gruppe und kénnen durch Matrizen ausgedriickt werden.

x 1 0 0 T
Y1 =10 cosa sinal| |y
z 0 —sina cosa z

Diese Matrix stellt eine Rotation um die x-Achse dar.

(9.22)

Wenn man diese Gruppe von Matrizen miteinander multipliziert, bekommt man im-
mer ein Element der Gruppe wieder. Jeder Kristall wird einer bestimmten Gruppe
zugeordnet. Insgesamt gibt es 32 Punktgruppen und 230 Raumgruppen. Bei einer
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9.3. KRISTALLGRUPPEN UND SYMMETRIEN

Punktgruppe bleibt mindestens ein Punkt des Kristalls wihrend der Transforma-
tion fixiert. Diese Einschrankung gilt nicht fiir die Raumgruppen, wo ein Kristall
gleichzeitig bewegt und gedreht wird.

9.3.1 Polarisationstensor

Der Polarisationstensor setzt die elektrische Polarisation und das elektrische Feld
miteinander in Verbindung.

Wenn man P und E mit Kristallsymmetrien transformiert, muss der Polarisations-
tensor unverandert bleiben.

UP=YUE U WP=UWUE y=U"'\U (9.24)

Der Buchstabe wurde deshalb gewéhlt, da Symmetrieoperationen unitare Operatio-
nen sind, das bedeutet, dass die transformierten Vektoren ihre Lange nicht éndern,
sondern nur rotieren.

9.3.2 Tensor Notation

Bei einem Tensor Rang 3 braucht man drei Indizierungen, doch tiblicherweise werden
nur zwei Indizes geschrieben. Dafiir gibt es eine Konvention:

11 —>1 12— 6 13— 5

22 — 2 23 — 4 (9.25)
33— 3
Zum Beispiel:
Rang3 Rang4
936 — g316 g14 — G1123

9.3.3 Pseudovektoren (auch axiale Vektoren)
Ein Pseudovektor wird mittels geeigneter Rotation wie ein normaler Vektor trans-

formiert, bekommt aber einen zusétzlichen Faktor von -1, wenn man ihn mittels
"'ungeeigneter’ Rotation transformiert und dann im Spiegel betrachtet. Ein Beispiel
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9.4. PYROELEKTRIZITAT

dafiir ist der Drehimpuls. Ein Ortsvektor ist ein Gegenbeispiel, da sich kein Faktor
von -1 ergibt.

Polarvektor x Polarvektor = Pseudovektor
Pseudovektor x Pseudovektor = Pseudovektor
Polarvektor x Pseudovektor = Polarvektor

Pseudovektor x Polarvektor = Polarvektor

9.4 Pyroelektrizitat

In pyroelektrischen Materialien fithrt eine Temperaturdnderung zur Ladungstren-
nung und damit zu einer Anderung der elektrischen Polarisation.

AP; = p;, AT (9.26)
0*°G

D.h. in solchen Kristallen ist in der Einheitszelle die mittlere Lage der positiven
Ladung nicht dieselbe, wie die der negativen. Somit stellt jede Einheitszellen einen
kleinen Dipol dar (vgl: Ferromagnetismus: jede Einheitszelle hat ein kleines ma-
gnetisches Moment). Genutzt wird dieser Effekt unter anderem als Tiirsensor, der
als Infrarotdetektor die Warme, die ein sich nahernder Mensch verursacht, in ein
elektrisches Signal umwandelt. Auflerdem wird er auch fiir Sensoren verwendet, bei
denen Tiren ohne Beriithrung, sondern nur durch Anndhern einer Hand zum Sensor
geoffnet werden konnen. Typische Materialien sind: Quartz, ZnO, LaTaO3 und auch
Tumalin, das bei einer Temperaturianderung um 1°C eine Anderung im elektrischen
Feld und somit ein

AFE =7.104V/m (9.28)

ergibt. Manche Materialien weisen neben der Pyroelektrizitat auch eine Ferroelektri-
zitédt auf, also eine spontane elektrische Polarisation. Wenn man ein elektrisches Feld
anlegt, dndert sich die Richtung der elektrischen Polarisation (vgl: Ferromagnetis-
mus: Anderung der magnetischen Ausrichtung). Ein Beispiel fiir eine ferroelektrische
Verbindung ist BaT'iOs. Viele Verbindungen haben nur pyroelekrische Eigenschaf-
ten, da beim Anlegen eines elektrischen Feldes eine Storung auftritt, noch bevor die
Richtung der elektrischen Momente umklappen konnen.

9.5 Piezoelektrizitat

Als Piezoelektrizitét bezeichnet man jenen Effekt, bei dem man einen Kristall mit
dieser Eigenschaft mechanischem Druck aussetzt und sich damit die Polarisation des
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9.6. NICHT LINEARE OPTIK

Kristalls éndert, d.h. eine elektrische Spannung in dem Festkorper auftritt.

0*G

P, = dz‘jk:Ujk = —mgﬂc
U0

(9.29)
Auch umgekehrt kann man das beobachten: Das Anlegen einer Spannung an einen
piezoelektrischen Kristall verformt diesen, was als inverser Piezoeffekt bezeichnet
wird. Diese Effekt werden sehr oft und vielseitig eingesetzt, z.B.: beim STM (scan-
ning tunneling effect) und AFM (atomic force microscope) wird eine scharfe Spitze
iiber einer Oberflache bewegt, der Tunnelstrom dazwischen gemessen, um Informa-
tionen iiber die Oberfliche von Festkorpern zu erhalten. Die Bewegung der Spitze
erfolgt mittels piezoelektrischer Keramiken, mit denen man durch Anlegen von Span-
nungen diese auf/ab und links/rechts bewegen kann. Das am haufigsten verwendet
piezoelektrische Material ist allerdings der Quarz in Uhren. Dabei wird ein elektri-
sches Feld an den Kristall angelegt, der zu schwingen beginnt und das mit einer
speziellen Frequenz, die fiir die Uhr verwendet wird. Ein weiteres Beispiel ist der
'surface acoustic wave generator’, wo die Piezoelektrizitat als Drucksensor in Diesel
Motoren verwendet wird. Dabei befindet sich ein piezoelektrischer Kristall im Zylin-
der und wird bei grofler werdendem Druck zusammengedriickt. Diese Kompression
kann dann als elektrisches Signal gemessen werden, das Auskunft iiber den Druck im
Zylinder gibt. Der Piezoeffekt wird auch bei Einspritzanlagen in Verbrennungsmoto-
ren geniitzt, indem man an den Kristall eine Spannung anlegt. Der dehnt sich sofort
aus und bewirkt ein gezieltes Einspritzen des Kraftstoffes in den Zylinder. Dieses
Verhalten eines piezoelektrischen Kristalls wird auch in einem Tintenstrahldrucker
ausgeniitzt. Weiters wird der Effekt auch als Anztinder verwendet. Beim Komprimie-
ren des Kristalls entsteht eine Polarisierung. Wenn man dazu ein elektrisches Feld
anlegt, entsteht ein Funken. Die bekanntesten piezoelektrischen Materialien sind,
neben Quarz, 'lead zirconate titanate’ (PZT), barium titanate (BaT'iO3) und lead
titanate (PbTiO3).

9.6 Nicht lineare Optik

Darunter versteht man ein weiteres Phanomen, welches durch die Symmetrie und
den daraus folgenden Eigenschaften entstehen kann. Dabei verwendet man einen
Kristall, der aufgrund seiner Oszillation die Frequenz eines Strahles verdoppelt. Den
Vorgang kann man wie folgt beschreiben: Man hat einen Laser, der rotes Licht
erzeugt, das gestreut wird, um es besser erkennen zu kénnen und man schickt den
Strahl durch einen Kristall. Dabei beobachtet man, dass aus dem Kristall nur ein
blauer Strahl austritt, der eine schwachere Intensitat als das urspriinglich rote Licht
hat. Die Frequenz des Strahles wurde also verdoppelt. Mit den linearen Termen der
elektrischen Polarisation, mit denen man sich hauptséchlich beschéftigt, ist das nicht
mehr erklérbar. Wenn man sich allerdings den nicht linearen Term der Gleichung
anschaut, der nur bei Kristallen ohne Inversionssymmetrie nicht 0 ist, kann man
sich diese Frequenzverdoppelung erkliaren. Das elektrische Feld des roten Lichtes
oszilliert um die fiir die Farbe spezifische Frequenz und beim Einsetzen dieser in
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folgende Gleichung, erkennt man, dass die Frequenz dabei verdoppelt wird:

(14 cos (2wt)) (9.30)

DN | —

cos (wt) =

Wenn man dafiir einen Kristall verwendet, bei dem die rote Wellenldnge in den
Bereich der Bandlicke féllt und die des blauen nicht, dann kommt man zu dem
zuvor beschriebenen Phanomen. Natiirlich verwendet man unterschiedlich Kristalle,
um die Frequenz zu variieren. Dabei ist nur auf die Bandliicke zu achten, in dessen
Bereich w fallt, 2w aber nicht.

9.7 Perovskite Strukturen

Eine perovskite Struktur ist jedes Material mit derselben Kristallstruktur wie C'aT7O3
(calcium titanium oxide). Diese Struktur ist aus drei unterschiedlichen Atomen A, B
und X aufgebaut. Beim Betrachten einer Einheitszelle befindet sich das Atom A an
allen Eckpunkten des Wiirfels, da aber jedes einzelne zu acht Einheitszellen gehort,
ist genau ein Atom der Sorte A an einer Einheitszelle beteiligt. Das Atom B befindet
sich in der Mitte des Wiirfels und die Atome der Sorte X in der Mitte jeder der sechs
Seitenflichen. Somit ergibt sich fiir die Summenformel ABXj3. Ein Beispiel fiir eine
Perovskite-Struktur ist Bariumtitanat (BaTiO3), welches ferroelektrisch ist. Viele
Kristalle, die fiir die nicht lineare Optik verwendet werden, weisen auch diese Struk-
tur auf. Eine weitere Verbindung mit perovskiter Struktur ist das piezoelektrische
Bleizirkoniumtitanat (PZT).

9.8 Doppelbrechung

Es gibt bestimmte Kristalle, die einfallenden Strahlen in zwei Teilstrahlen aufspaltet.
Beide Strahlen sind linear polarisiert und die Schwingungsebenen stehen senkrecht
zueinander. Der Grund fiir diesen Effekt ist, weil es im selben Kristall zwei verschie-
dene Brechzahlen fiir die unterschiedlichen Polarisationen (horizontal und vertikal)
gibt. Wenn Licht durch so einen Kristall geht, werden die zwei Anteile bei unter-
schiedlichen Winkeln gebrochen und auf Grund der abweichenden Brechungsindizes,
verlaufen die beiden Strahlen verschieden schnell durch das Medium. D.h. wenn man
durch einen solchen Kristall schaut, sieht man alles doppelt. Allerdings erlauben nur
gewisse Kristalle mit bestimmten Symmetrien zwei verschiedene Lichtgeschwindig-
keiten und somit den Effekt der Doppelbrechung. Das bekannteste Beispiel ist dafiir
Kalkspat.
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Halbleiter

175



10.1. EINLEITUNG KAPITEL 10. HALBLEITER

10.1 Einleitung

Halbleiter sind Metalle, bei denen am absoluten Nullpunkt alle Zustdnde im Va-
lenzband gefiillt sind und das Leitungsband leer ist. Die beiden Bander sind durch
die Energieliicke E, voneinander getrennt. Die Bandliicke ist die Energiedifferenz
zwischen dem niedrigsten Punkt im Leitungsband, der sogenannten Leitungsband-
kante, und dem hochsten Punkt des Valenzbandes, der Valenzbandkante.

Mit steigender Temperatur werden einige Elektronen vom Valenzband ins Leitungs-
band thermisch angeregt. Die Elektronen im Leitungsband und die unbesetzten Zu-
stande (Locher), die im Valenzband zuriickbleiben, tragen zur elektrischen Leitfa-
higkeit bei. Diese ist somit stark von der Temperatur abhangig.

Der Unterschied zu einem Isolator ist nur die Enerige der Bandliicke. Ab einer Ener-
gie von etwa 3eV spricht man von einem Isolator. Diese konnen bei sehr hohen
Temperaturen aber auch Eigenschaften von Halbleitern zeigen. Deshalb gelten auch
alle Formeln ebenso fiir Isolatoren.
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Abbildung 10.1: Bandstruktur von Silicium

10.2 Absorption und Emission von Photonen

Wenn ein Photon der Energie £ = hr auf ein Atom trifft, kann es ein Elektron
vom Grundzustand in einen hoheren Zustand anregen, wenn die Energie genau der
Differenz der Energieniveaus entspricht. Nach kurzer Zeit fallt es wieder hinunter
und emittiert ein Photon der gleichen Energie.

10.2.1 Direkte Halbleiter

Bei einem Halbleiter muss das Photon mindestens die Engerie E, besitzen, damit
es ein Elektron vom Valenzband ins Leitungsband anregen kann. Es werden also
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10.2. ABSORPTION UND EMISSION VON PHO'RAYENEL 10. HALBLEITER

Photonen mit E > F; absorbiert und alle Photonen mit geringerer Energie gehen
ungehindert hindurch.

Das angeregte Elektron im Leitungsband féllt nun aufgrund der Elektron-Elektron-
Wechselwirkung hinunter zur Leitungsbandkante. Die iiberschiissige Energie wird in
Wirme umgewandelt. Auch das entstandene Loch im Valenzband wandert zur Va-
lenzbandkante. Wenn nun das Elektron wieder ins Valenzband hinunterfallt, wird
ein Photon genau mit der Energie £, emittiert. Ein Halbleiter kann also Photonen
mit vielen verschiedenen Energien absorbieren, emittiert aber Photonen mit nur ei-
ner bestimmten Energie. Bei diesem Vorgang miissen natiirlich Energie und Impuls
erhalten bleiben. Die Energieerhaltung wird durch die Emission des Photons sicher-
gestellt. Das Photon hat einen sehr kleinen Impuls mit einem sehr kleinen k. Der
Ubergang erfolgt also vertikal. Dies nennt man einen direkten Ubergang. Bei einem
direkten Halbleiter liegen somit das Maximum des Valenzbandes und das Mini-
mum des Leitungsbandes beim gleichen k. Ein Beispiel fiir einen direkten Halbleiter
ist Galliumarsenid. Es emittiert Licht im Infrarotbereich. Fiir andere Wellenldngen
braucht man andere Halbleiter mit den entsprechenden Bandliicken. Direkte Halb-
leiter werden unter anderem fiir Halbleiterlaser oder LEDs eingesetzt.

E
Conduction
@, band edge E hf
Valence band edge =
= photon
; : P
0 k

Abbildung 10.2: Absorption (links) und Emission (rechts) eines Photons in einem
direkten Halbleiter

10.2.2 Indirekte Halbleiter

Bei einem indirekten Halbleiter liegen das Maximum des Valenzbandes und das
Minimum des Leitungsbandes bei verschiedenen k.

Trifft ein Photon auf einen indirekten Halbleiter muss es wieder mindestens die
Energie E, besitzen, damit es ein Elektron anregen kann. Allerdings muss auch
der Impuls erhalten bleiben. Dafiir benétigt es ein Phonon. Durch die Kombination
von Photon und Phonon kann ein Elektron ins Leitungsband angehoben werden.
Es kénnen auch andere Uberginge stattfinden, solange nur Energie und Impuls
erhalten bleiben. Fallt das Elektron aus dem Leitungsband wieder hinunter wird
kein Photon emittiert, da es keinen so groflen Impuls aufnehmen kann. Stattdessen
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Abbildung 10.3: Absorption (links) und Emission (rechts) in einem indirekten Halb-
leiter

Free electron dispersion relation
/

. .t

Minimum of the conduction band

Abbildung 10.4: Minimum des Leitungsbandes

wird ein Phonon emittiert. Der Halbleiter erwarmt sich also und es wird kein Licht
abgestrahlt. Silicium und Germanium sind indirekte Halbleiter.

10.3 Effektive Masse

Minimum des Leitungsbandes

Betrachtet man das Minimum des Leitungsbandes und die Dispersionsrelation fiir
freie Elektronen sieht man, dass man beide durch Parabeln annédhern kann, die sich
nur durch ihre Kriitmmung (2. Ableitung) unterscheiden (Abb 10.4).

Man kann nun die Dispersionsrelation an das Minimum des Leitungsbandes fitten,
indem man statt der Elektronenmasse die effektive Masse verwendet. Die Energie
wird zu

12(k — ko)?

2m*

E= +E, (10.1)
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E. ist die Energie an der Leitungsbandkante und kg ist die Verschiebung relativ zum
Maximum des Valenzbandes, falls es sich um einen indirekten Halbleiter handelt.
Differenziert man zwei Mal kann man die effektive Masse berechnen.
h?
R — 10.2
dk?

Nun kann man Elektronen in der Néhe des Leitungsbandminimums wie freie Elek-
tronen behandeln, wenn man die effektive Masse verwendet.

Maximum des Valenzbandes

Fiir Elektronen in der Nahe des Valenzbandmaximums ist die effektive Masse nega-
tiv, da die Kurve in die andere Richtung gekriimmt ist. Das spiegelt den Umstand
wider, dass ein Elektron, das durch eine externe Kraft vom Valenzband in die Band-
liicke angehoben wird, aus dem Halbleiter hinausreflektiert wird.
Um aber nicht mit negativen Massen rechnen zu miissen, definiert man die Ladungs-
trager im Valenzband als Locher, die positive Teilchen mit einer positiven Masse
sind. Die effektive Masse eines Loches ist somit
* _h2
my = FEK (10.3)
dk?

Das kann man machen, weil ein positives Teilchen mit positiver Masse unter dem
Einfluss einer Kraft der gleichen Trajektorie folgt, wie ein negatives Teilchen mit
negativer Masse.

Zusammenhang Bandliicke - effektive Masse

Es gibt einen linearen Zusammenhang zwischen der Bandliicke und der effektiven
Masse. Je grofer die Bandliicke, desto grofler auch die effektive Masse. Das ist des-
halb so, weil bei einer kleinen Bandliicke die Kriimmung des Bandes groflier ist und
somit die effektive Masse kleiner. Ist die Bandliicke grofl, muss das Band flacher
sein, somit ist die Kriitmmung kleiner und die effektive Masse grofier.

Messung der effektiven Masse

Die effektive Masse wird iiber Zyklotronresonanz gemessen. Eine Probe, die sich in
einem Magnetfeld befindet, wird mit Radiowellen bestrahlt. Diese beschleunigen die
Elektronen, die dann durch das Magnetfeld zu Spiralbahnen abgelenkt werden. Die
Absorption der Wellen wird maximal, wenn die Frequenz der Radiowelle gleich der
Zyklotronfrequenz ist.
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Abbildung 10.5: Linearer Zusammenhang zwischen effektiver Masse und Bandliicke

(10.4)

Durch Messung der Frequenz und bei bekanntem Magnetfeld kann man so die ef-
fektive Masse berechnen. Weif§ man die effektive Masse und hat man die elektrische
Leitfdhigkeit o gemessen, kann man die mittlere Flugzeit (scattering time) berech-
nen.

(10.5)

10.4 Ladungstragerkonzentration bei Eigenleitung

10.4.1 Konzentration der Elektronen im Leitungsband
Verwendet man nun die effektive Masse, kann man die Zustandsdichte der freien

Elektronen (Kapitel 7) nehmen und zur Zustandsdichte der Elektronen im Leitungs-
band abandern.

(2m*>2/3

D(E) = 2m2h3

E—E, (10.6)

Die Anzahl der Elektronen im Leitungsband ist das Integral

n = 70D(E)f(E)dE (10.7)
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Abbildung 10.6: Boltzmann-Naherung

mit der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion

(10.8)

Um das Integral leichter 16sen zu konnen, verwenden wir die Boltzmann-Naherung.

p—FE )
)~ 10.9
F(E) ~ exp (A (10.9)
. : o . L E—-p
Dies ist gerechtfertigt, da £ — p > kT und die beiden Funktionen fiir T > 3
b
tibereinstimmen (Abb. 10.6)
Berechnet man mit dieser Naherung die Elektronendichte, ergibt sich
x 3/2
m*k, T ’ uw— FE. uw— E.
~ 2 = N.(T 10.10
" (%h?) eXp( kT ) ( >eXp< kT ) (10-10)

N, ist die effektive Zustandsdichte im Leitungsband. Man findet N, fiir die jeweiligen
Halbleiter in Tabellen angegeben. Der Wert gilt fiir 300 K. Fiir andere Temperaturen

3/2
muss man ihn mit dem Faktor (%) / multiplizieren. Dies erleichtert die Berech-
nung von n erheblich, da man sonst die effektive Masse miteinrechnen miisste. Diese
ist aber anisotrop, das heifit abhingig von der Richtung. Man miisste sie fiir alle

Minima des Leitungsbandes berechnen und dann dariiber mitteln.
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Abbildung 10.7: Genauere Darstellung des Maximums des Valenzbandes

10.4.2 Konzentration der Locher im Valenzband

Will man die Anzahl der Locher im Valenzband bestimmen, verfahrt man genauso.
Die Zustandsdichte der Locher ist

(2mj)*?

D(E) = 2m2h3

E,—-F (10.11)
mit F, der Energie der Valenzbandkante. Die Anzahl der Locher ist

E,

p= / D(E)(1 — f(E))dE (10.12)

—0o0

Hier haben wir 1 — f(E), weil Locher fehlende Elektronen sind. Wir verwenden
wieder die Boltzmann-Néherung fiir die Fermi-Dirac-Verteilung

1 — f(E) ~ exp (Ekb_T“> (10.13)

und erhalten fur die Anzahl der Locher im Valenzband

m* T\ E, — u. E, —
P2 ( 2#7;2 ) exp< ka,u ) = N,(T) exp( kaM> (10.14)

mit N, der effektiven Zustandsdichte im Valenzband. Auch hier ist es kompliziert,
die effektive Masse zu berechnen, denn am Maximum des Valenzbandes gibt es zwei
Béander mit verschiedener Kriimmung. Die verschiedenen Kriimmungen korrespon-
dieren jeweils zu verschiedenen effektiven Massen. Deswegen bezeichnet man die
Locher als schwere und leichte Locher. (Abb. 10.7)

Zusatzlich gibt es ein weiteres Band, das vom Maximum um einen kleinen Betrag
AFE abgespalten ist. Diese Abspaltung kommt von der Spin-Bahn-Wechselwirkung,
die aber nicht in unserer Rechnung beriicksichtigt wurde.
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Tabelle 10.1: Einige Eigenschaften von wichtigen Halbleitern

Eigenschaft ‘ Si ‘ Ge ‘ GaAs
Bandgap £, 1.12eV 0.66eV 1.424eV
N, (300K) 2.78 x 10*m~3 | 1.04 x 10**m~* | 4.45 x 10**m~*
N, (300K) 9.84 x 10**m~ | 6.0 x 10**m™> | 7.72 x 10**m~*
Effektive Masse Elektron m*/m, m; = 0.98 m; = 1.64 m* = 0.067
m; = 0.0.19 m; = 0.082
Effektive Masse Loch m*/m, my, = 0.16 my, = 0.044 my;, = 0.082
my;, = 0.49 my, = 0.28 my, = 0.45
Kristallstruktur Diamant Diamant Zinkblende
Dichte 2.328g/cm? 5.3267g/cm? 5.32g/cm?
Atome/m? 5.0 x 10% 4.42 x 10% 4.42 x 10%

10.5 Intrinsische und extrinsische Halbleiter

Intrinsische Halbleiter sind eigenleitend, d.h. sie sind frei von Fremdatomen.

Extrinsische Halbleiter hingegen sind mit geeigneten Fremdatomen dotiert, die die
Leitungseigenschaften verandern. Geeignete Fremdatome sind solche, die entweder
ein Valenzelektron mehr oder weniger als der Halbleitergrundstoff haben und so
entweder ein Elektron an das Leitungsbandband abgeben kénnen oder Locher im
Valenzband entstehen lassen. Man spricht in diesem Fall von Storstellenleitung.
Wird zum Beispiel Bor im Verhéltnis 1 zu 10° in Silizium eingebaut, wird die Leit-
fahigkeit bei Raumtemperatur 10® mal so grof wie fiir reines Silizium.

Wir veranschaulichen uns diesen Sachverhalt genauer am Beispiel Silizium:
Silizium hat vier Valenzelektronen, ist also vierwertig und kristallisiert in der Dia-
mantstruktur. Jedes Atom bildet vier kovalente Bindungen mit seinen néchsten vier
Nachbarn aus. Wird im Gitter ein Siliziumatom durch ein fiinfwertiges Atom, zum
Beispiel Phosphor oder Arsen ersetzt, so bilden sich auch hier vier kovalente Bin-
dungen zu den néchsten Nachbarn aus. Dabei bleibt ein Valenzelektron tibrig und
kann an das Leitungsband abgegeben werden.

Genauso konnen dreiwertige Atome (z.B. Bor, Aluminium oder Gallium) eingebaut
werden. Thnen fehlt ein viertes Valenzelektron um die Bindung zu vervollstandigen,
deshalb ziehen sie dieses Elektron aus dem Valenzband. Dabei hinterlassen sie dort
Locher.

10.5.1 Donatoren

Da hoherwertige Fremdatome Elektronen abgeben kénnen, bezeichnet man sie als
Donatoren (lat. 'donare’ fir geben) und den Halbleiter der mit ihnen durchsetzt
ist als n-dotiert (n steht fiir die iiberschiissigen negativen Ladungstrager). Der
Kristall bleibt dabei nach auflen hin neutral, da das iiberzahlige Elektron ja im
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Abbildung 10.8: Ausschnitt des Periodensystems mit moglichen Akzeptoren und
Donatoren

Kristall bleibt.

Positive
Uberschussladung

Uberschusselektron des
Phosphoratoms

Abbildung 10.9: Ein Phosphoratom in den Siliziumkristall eingebettet

Wenn das Donatoratom ein Elektron an das Leitungsband abgibt, wird es ionisiert.
Um diese Ionisationsenergie abzuschétzen, dndern wir einfach die Bohr’sche Theorie
des Wasserstoffatoms so ab, dass sie auch die Dielektrizitdtskonstante des Mediums

so wie die effektive Masse eines Elektrons im periodischen Kristallpotential bertick-
sichtigt.

lonisierungsenergie nach Bohr:

me4

Bzw. umgeformt und fiir atomaren Wasserstoff (n=1):

me*

=
! 2 (4W€0h)2
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Wir ersetzen e durch e?/e und m durch die effektive Masse m* und erhalten die
Tonisierungsenergie fiir Donatoren:

m*e*

Ej=———
4 2 (dmeeoh)?

(10.16)

. 2
Dieser Ausdruck ist um den Faktor 7 (%0) kleiner als die Ionisierungsenergie fiir
das freie Atom. In der Praxis wird die Anwendung dieses Ergebnisses jedoch durch
die anisotrope effektive Masse der Leitungselektronen erschwert.

Man gelangt weiter zum Bohr’schen Radius des Donatoratoms:

Areeoh?
g = —— 55—

(10.17)

m*e?

Diese Radien sind recht grof, so dass die Elektronenbahnen der Donatoratome schon
bei verhaltnismafig geringen Konzentrationen im Grundmaterial iiberlappen. Dabei
konnen sich sogenannte Stérbander bilden, in denen elektrische Leitung moglich ist
(,Elektronenhopping“ von Donator zu Donator).

Das Energieniveau der Donatoratome befindet sich knapp unter dem Leitungsband,
da wegen der schwachen Bindung des zuséatzlichen Elektrons wenig Energie zur An-
regung des Leitungsbandes notig ist. Man kann annehmen, dass die Anzahl der
Elektronen im Leitungsband n annéhernd der Anzahl der Donatoratome Np ent-
spricht und die Anzahl an Loéchern im Valenzband wegen Np > N,, mit Ny der
Akzeptoranzahl, gegen Null geht. So lésst sich die Anzahl der Elektronen im Valenz-
band berechnen:

—E,
n = Np = N,exp <”k - ) (10.18)
B

Diese Gleichung kann man auf g umformen:

N,
,u:EC—kBTln< C) (10.19)
Np

Man erkennt, dass das chemische Potential gleich der Energie der Leitungsband-
kante weniger einer Korrektur fiir die Temperatur ist. Fiir niedrige Temperaturen
entspricht es in etwa dem Leitungsband, sinkt fiir hohere Temperaturen aber auf
den intrinsischen Wert ab.

Es sind viel mehr Elektronen im Leitungsband als Locher im Valenzband, deshalb
sind hier die Majoritatsladungstrager Elektronen und die Minoritétsladungstrager
die Locher.
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Abbildung 10.10: Der Donatorzustand liegt knapp unter dem Leitungsband, das
chemische Potential wird zum Leitungsband hin angehoben.

Semiconductor | Donor | Energy (meV)
Li 33
: Sb 39
= P 45
As 54
Ly 9.3
Sb 96
Ge P 12
As 13
St 58
Ge 6.0
e S 6.0
Sn 6.0

Abbildung 10.11: Energien verschiedener Donatoren.

10.5.2 Akzeptoren

Akzeptoren sind, wie bereits erwéhnt, dreiwertig, d.h. sie besitzen nur drei Valen-
zelektronen. Bei ihrer Ionisierung im Wirtsstoff nehmen sie ein Elektron aus dem
Valenzband auf, sie ,,akzeptieren® es. Halbleiter, die mit Akzeptoren durchsetzt sind,
werden deshalb auch als p-dotiert bezeichnet (p fiir positiv).

Fiir die Ionisierungsenergie gelten praktisch die gleichen Formeln wie fiir Donatoren,
wenn man die Locher wie Elektronen behandelt. Die Entartung der Oberkante des
Valenzbandes kompliziert jedoch die Behandlung der effektiven Masse.

Die Akzeptorzustiande befinden sich energetisch knapp tiber dem Valenzband. Die
Anzahl der Locher p entspricht nun auch in etwa der Anzahl der Akzeptoratome N4
im Kristall. Wie zuvor kénnen wir hier annehmen, dass bei hoherer Akzeptorkon-
zentration die Anzahl der Elektronen im Leitungsband gegen Null geht:

Aus Ny > Np folgt n =~ 0 und wir kénnen die Anzahl der Locher im Valenzband
berechnen:

E,—pn
p=Ns= N,exp < T ) (10.20)
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Abbildung 10.12: Der Akzeptorzustand liegt knapp iiber dem Valenzband. Das che-
mische Potential wird zum Valenzband hin abgesenkt.

Semiconductor | Acceptor | Energy (meV)
B 45
. Al 67
=t Ga 72
In 160
B 10
Al 10
Ge Ga 11
In 11
G 26
Be 28
Gass Mg 28
51 35

Abbildung 10.13: Energien einiger Akzeptoren in verschiedenen ,Wirten“

Daraus folgt fiir das chemische Potential:

N,
w=E,+ksTln () (10.21)
Na

Das chemische Potential befindet sich fiir niedrige Temperaturen beim Valenzband
und geht fiir hohere Temperaturen dem intrinsischen Wert entgegen. Da sich viel
mehr Locher im Valenzband als Elektronen im Leitungsband befinden, sind hier nun
die Locher die Majoritatsladungstrager.

Sowohl n- als auch p-dotierte Halbleiter verhalten sich bei hoheren Temperaturen,
genauer gesagt, wenn ihre thermische Energie kg1 grofler wird als die Bandliicke, wie
intrinsische Halbleiter. Wenn man die Temperatur wieder verringert, gelangt man
in einen weiten Bereich, in dem die Teilchenkonzentrationen konstant bleiben. Bei
noch niedrigeren Temperaturen gelangt man in einen Bereich, indem die thermische
Energie nicht ausreicht, um Elektronen ins Leitungsband anzuregen, aber grofler als
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E. — Ep ist, so dass alle Donatoratome in dieser Temperaturregion ionisiert sind.
Ab diesem Bereich sinkt die Elektronenkonzentration p. Senkt man die Temperatur
noch weiter, wird die thermische Energie zu klein, um die Donatoratome zu ionisieren
und sie ,holen® sich ihre Elektronen zuriick. Diesen Bereich nennt man , freeze-out*“.

10.5.3 Massenwirkungsgesetz

Wenn man die Konzentration der Locher im Valenzband p mit der Konzentration
der Elektronen im Leitungsband n multipliziert, erhalt man einen Ausdruck, der das
Ferminiveau p nicht enthalt:

—E, E, —
o= Neewp (o 75) Moo (577

bzw.

-E
np = N.N, exp (k3;> (10.22)

mit der Energieliicke £, = E, — E,.

Dies ist eine Form des Massenwirkungsgesetzes. Es gilt sowohl fiir extrinsische, als
auch fiir intrinsische Halbleiter und besagt, dass das Produkt np bei gegebener Tem-
peratur (im Gleichgewicht) konstant ist. Wenn p sich vergrofert muss sich n verrin-
gern, und umgekehrt!

Wenn also ein extrinsischer Halbleiter n-dotiert ist, wandert das chemische Potenti-
al p in Richtung Leitungsband und es wandern mehr Elektronen ins Leitungsband.
Gleichzeitig bewegt sich sich p aber vom Valenzband weg und man erhélt weniger
Locher im Valenzband. Bei p-dotierten Halbleitern verhélt es sich genau umgekehrt:
das chemische Potential bewegt sich Richtung Valenzband, man erhélt mehr Locher,
jedoch weniger Elektronen.

Das bedeutet, dass man die Gesamtkonzentration der Ladungstrager p+n durch ge-
zieltes Einbringen von bestimmten Fremdatomen verandern kann, man spricht dann
von Ladungstriagerkompensation.

Fiir intrinsische Halbleiter ist die Zahl der Locher gleich der Zahl der Elektronen,
weil die thermische Anregung eines Elektrons aus dem Valenzband dort ein Loch
hinterlasst. Daraus folgt:

_Eg
n=p=n; = \/NCNVeXp (2kBT) (1023)

n; ist die intrinsische Ladungstragerkonzentration.

Die Leitfdhigkeit von intrinsischen Halbleitern hangt von der Ladungstriagerkonzen-
tration ab, welche wiederum exponentiell von 1/7 abhéngt, also ist die Leitfahigkeit
stark temperaturabhédngig (in Raumtemperaturnéhe):
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Abbildung 10.14: Die intrinsische Ladungstragerkonzentration in Abhéngigkeit von
der Temperatur

T\3 E
= NN, B ) 10.24
" (300) eXp( UinT (10.24)

Das wiirde den Bau von elektrischen Schaltungen sehr erschweren. Deshalb ver-
wendet man daftir hauptséchlich extrinsische Halbleiter, da deren Leitfdhigkeit, wie
bereits erwahnt, tiber einen gewissen Temperaturbereich praktisch konstant verlauft.

Nun kann man fir intrinsische Halbleiter die Locherkonzentration n und die Elek-
tronenkonzentration p gleichsetzen:

— L, E, —
n=p=Neexp (Mk:BT ) = Ny exp ( kBTM>

Und durch passende Umformung gelangt man zum chemischen Potential:

eXp(M_EC_E”+M>:N”
Ne

kgT

AN

kgT  kgT N,

Cc

2 E.+F N
- B

N,

S m(NC) (10.25)
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Man erkennt sofort, dass das chemische Potential in der Mitte zwischen E,. und E,
liegt — mit einer linearen Korrektur der Temperatur.

10.5.4 Dotierung mit Donatoren und Akzeptoren

Es besteht natiirlich auch die Moglichkeit ein Material sowohl mit Donatoren als
auch Akzeptoren zu dotieren, wie dies beim Bipolartransistor oder auch beim
MOSFET der Fall ist. Man nutzt die unterschiedlich dotierten Schichten aus, um
ein Signal bzw. einen Strom zu schalten oder zu verstéirken!.
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Abbildung 10.15: Kristallaufbau und Bandermodell eines Bipolartransistors
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Abbildung 10.16: Selbiges bei angelegter Kollektor-Emitter-Spannung

Herstellung eines Bipolartransistors:

Man nimmt ein Stiick Kristall als Substrat her, zum Beispiel Silizium. Da das Sub-
strat oft Deffekte aufweist, ist es besser bereits mit einer leichten p- oder n-Dotierung
zu beginnen, die diese eher unkontrollierbaren Deffekte dominiert. Im Falle eines
npn-Transistors beginnt man mit einem p-dotierten Substrat, in welches, durch Io-
nenimplantation schrittweise Kollektor, Basis und Emitter erzeugt werden.

'Fiir genauere Informationen bitte im Skriptum fiir "Physik moderner Technik“ oder ,,Elektro-

nik“ nachschlagen.
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Abbildung 10.17: Zusétzlich mit angelegter Basis-Emitter-Spannung
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Abbildung 10.18: Schematischer Aufbau eines npn-Transistors

Um den Kollektor zu dotieren, deckt man die Regionen, in denen man keine n-
Dotierung haben will, ab und beschiefit das Substrat in einem Ionenimplanter mit
Donatoratomen, z.B. Phosphoratomen. Die Phosphoratome werden mit hoher Ener-
gie in das Substrat geschossen, damit sie tiefer eindringen, dabei entsteht jedoch
Schaden im Kristall.

Anschliefend macht man das gleiche mit der p-Region, nur verwendet man hier Ak-
zeptoratome, z.B. Boratome. Die p-Region, oder Basis, wird so lange beschossen,
bis sie die Ladungstriagerkonzentration vom Kollektor kompensiert, dann erst stellt
man durch weiteren Beschuss das gewiinschte p-Level ein.

Man wechselt die Abdeckung erneut und beschiefit nun den Emitter mit Phospho-
ratomen.

Die Tiefe, in die die Fremdatome eindringen, kann man iiber die Energie regeln.
D.h. fiir die Kollektorschicht bendtigt man Atome mit hoher Energie, fiir die Ba-
sis weniger Energie, da die Ionen hier nicht so tief eindringen miissen, und fiir die
Emitter wird noch weniger Energie benotigt, da man praktisch nur die Oberfliche
dotieren muss (Abb. 10.18).

10.6 Quasiimpuls hk

Wenn man ein elektrisches Feld an einen Halbleiter anlegt, bewegen sich die Elek-
tronen darin wie freie Teilchen mit der effektiven Masse m*. Diese gibt Auskunft
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dariiber, wie schnell die Elektronen beschleunigen. Bisher haben wir diese Betrach-
tung als Tatsache behandelt, nun wollen wir herausfinden, warum die effektive Masse
gerechtfertigt ist.

Dazu betrachten wir die zeitliche Entwicklung des Erwartungswertes eines Transla-
tionoperators. Die allgemeine zeitliche Entwicklung eines Erwartungswertes sieht so
aus:

d

Zh&(

A) = (AH — HA) (10.26)

Der Translationsoperator hat folgende Form:

TY (z) =1 (v +a) (10.27)

Er nimmt jede Funktion von x und verschiebt sie um die Gitterkonstante a, also von
x nach z+a. Wenn H der Hamiltonoperator fiir den Kristall ist, dann kommutiert
T mit H und der Erwartungswert des Translationsoperators bleibt erhalten:

d

zh%(T> = (THy— HT) =0 (10.28)
Ein elektrisches Feld, dass iber dem Kristall angelegt wird, wirkt wie eine externe

Kraft in x-Richtung:

daUu
Fopo=—F— = U=-F. 10.29
! dx ! ( )
Der Hamiltonoperator hat jetzt die neue Form H = Hy— F_,;x und kommutiert nicht
mehr mit dem Translationsoperator. Wir setzen 7" und den neuen Hamiltonoperator
in (10.26) ein:

d

L d
Wt

<T> = <T (HO - Fextx> - (H() - Fextx) T>
Wegen (10.28) kann man diese Gleichung noch umschreiben:

d

ih£<T> = (TFopux + FopyaT) = (—Fopy (x + a) T + FopyaT)
Da F_,; eine Konstante ist, kann 7" direkt auf = angewendet werden. Nach Ausmul-

tiplizieren der Klammer erhélt man:

d

Zh%<T> = <_FextaT> = _Fexta<T> (1030)

Da die externe Kraft und a Konstanten sind, kann man sie herausheben. Die Zeit-
abhéngigkeit von (T') héngt also linear vom Erwartungswert ab.
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Den Erwartungswert berechnet man, indem man 7" auf seine Eigenzustédnde anwen-
det. Da T" mit H, kommutiert, haben die beiden Operatoren die selben Eigenzu-
stande: die Bloch-Eigenzustinde.

(T) = (™™ uy, () |T]e™uy, (x)) = (™" uy, () |[T]e™ Dy (z + a))

Die k sind die erlaubten k-Vektoren in der ersten Brillouin-Zone. Da u; periodisch
in a ist, gilt uy, () = u (z + a):

<T> — eika<6—ikazuk ({E) |6ikazuk ({E)> _ Gika

Dieses Ergebnis setzen wir in (10.30) ein:

d ‘
ihae’k“ = —F,ae™
dk . 4
ih (ak) Eelk“ = —F,ae™*®
dk
Ko =~ Fuu (10.31)

Die Anderung von k mit der Zeit hingt also nur von der externen Kraft ab!
Dieses Ergebnis erinnert an die Gleichung fiir den Impuls:

dp
7—Foa 10.32
It total (03>

Wenn sich ein Elektron durch einen Kristall bewegt und man ein elektrisches Feld
anlegt, setzt sich die resultierende Kraft Fj,, aus der externen Kraft des elektri-
schen Feldes und der Kraft zusammen, die das periodische Gitterpotential auf das
Teilchen austibt. In diesem Fall &ndert die externe Kraft jedoch nur &, den Eigenwert
des Translationsoperators, d.h. bei einer Bewegung des Elektrons durch das periodi-
sche Gitterpotential bleibt dieser ,,Quasiimpuls* (oder Kristallimpuls) erhalten.
Der Quasiimpuls geht in die Erhaltungssatze ein, die fiir StoBprozesse im Kristall
gelten. Diese Erhaltungssitze kann man mehr als Auswahlregeln fiir Ubergénge anse-
hen, in welche ,, Quasiteilchen“ wie Phononen verwickelt sind, z.B. einen Stoflprozess
im Kristall, bei dem ein Elektron ein Phonon mit dem Wellenvektor ¢ absorbiert.
Dabei gilt k4 ¢ = k' + G, wobei das Elektron vom Zustand & in den Zustand k&’ ge-
streut wurde und G ein reziproker Gittervektor ist. Der Quasiimpuks Ak ist ungleich
dem tatsédchlichen Impuls p des Elektrons, der auch die internen Krafte enthilt und
sich bei der Bewegung des Elektrons durch das Gitterpotential dndert: hk # .
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Abbildung 10.19: Bloch Oszillation: rechts sehen wir die erste Brillouin-Zone. Die
griinen Linien sind konstante Energieflichen. Die rote Linie zeigt die Bahn des Teil-
chens im k-Raum, bei angelegtem Feld in x-y-Richtung. Links sieht man die Oszil-
lation des Teilchens im realen Raum.

Bloch-Oszillation

Bei angelegtem, konstantem Feld (in diesem Fall in die x-y-Richtung) ist auch dk/dt
konstant, und das Teilchen bewegt sich entlang einer geraden Linie im k-Raum.
Wenn es an den Rand der ersten Brillouin-Zone gelangt, wird es einfach auf die an-
dere Seite ,reflektiert” und wandert von dort wieder in die gleiche Richtung weiter.
Im realen Raum oszilliert das Teilchen in x- und y-Richtung, zumindest wenn man
einen perfekten Kristall und keinerlei Streuung zwischen verschiedenen k-Zustdnden
annimmt.

Man kann dies auch nach (10.2) verstandlich machen. Ein von auflen angelegtes
Feld fiithrt zu einer Beschleunigung der beweglichen Elektronen. Der Impuls kann
dabei so grofl werden, dass die effektive Masse negativ wird. Dies auflert sich in einer
Abbremsung und anschliefenden Beschleunigung in die entgegengesetzte Richtung,
bis die effektive Masse wieder positiv wird. Es findet eine Oszillation mit der Bloch-
frequenz

oy = L0 (10.33)
h

statt, wobei die Brillouin-Zone mit dem reziproken Gitterverktor G = 27 /a betrach-
tet wird. Die Bloch-Oszillation ist schwer nachzuweisen. Da die Gitterperioden sehr
klein sind, kommt es oft zu Streu- oder Tunneleffekten, bevor eine vollstandige Oszil-
lation durchgefithrt werden kann. Eine Moglichkeit, um sie nachweisbar zu machen,
ist die Erzeugung von grofien Einheitszellen (bestehend aus vielen Halbleiterschich-
ten). Wenn die Einheitszelle im realen Raum sehr grof ist, ist sie im k-Raum sehr
klein. Man erhalt hochfrequente Bloch-Oszillationen, innerhalb derer es kaum zu
Streuungen kommt.
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Gruppengeschwindigkeit

Wir betrachten die Bewegung eines Wellenpaketes in einem &ufleren elektrischen
Feld. Das Wellenpaket soll aus Wellenfunktionen bestehen, deren Wellenvektoren in
der néchsten Umgebung eines spezifischen Wellenvektors £ liegen. Die Gruppenge-
schwindigkeit erhalten wir aus v, = dw/dk. Mit E = hw erhalten wir:

1dE

= 10.34

v

Die Gruppengeschwindigkeit entspricht also der Steigung der Dispersionsrelation.

L

k
Abbildung 10.20: Dispersionsrelation

Wenn man ein raumlich begrenztes Wellenpaket erzeugen will (gleichbedeutend
zu einem raumlich begrenzten Elektron), bendtigt man eine grofie Auswahl an k-
Werten, da:

AzAk ~ 1 (10.35)

Uns interessiert die Beschleunigung des Wellenpaketes. Dafiir leitet man die Grup-
pengeschwindigkeit nach der Zeit ab:

dvg 1B LPEd 1B
dt ~ hdkdt” " hdk:dt hdk2 T

Qg

Abbildung 10.21: Wellenpaket

195



10.7. THERMOELEKTIZITAT KAPITEL 10. HALBLEITER

Aufgelost nach der externen Kraft kommt man zu einem gewissen Ausdruck mal der
Beschleunigung. Der Ausdruck vor der Beschleunigung ist nach Newton die Masse,
die beschleunigt wird; sie entspricht der effektiven Masse, die aus der Bandstruktur
berechnet wurde.

PE\ " dv
Fo = B? (de) —2 = m*a, (10.36)

Deshalb ist es gerechtfertigt die Ladungstréager in einem Halbleiter als freie Teilchen
mit der effektiven Masse m*zu betrachten.

10.7 Thermoelektizitat

Unter Thermoelektrizitat versteht man die gegenseitige Beeinflussung von Tempe-
ratur und Elektrizitdt bzw. ihre Umsetzung ineinander.

10.7.1 Seebeck-Effekt

T,

Abbildung 10.22: Schematischer Aufbau

Beim Seebeck-Effekt, auch thermoelektrischer Effekt genannt, entsteht in einem
Stromkreis aus zwei verschiedenen elektrischen Leitern bei einer Temperaturdiffe-
renz zwischen den Kontaktstellen eine kleine elektrische Spannung.

Dabei sind 75 und 77 die Temperaturen der Kontakte zwischen den Materialien A
und B.

Die Spannung entsteht durch Thermodiffusionsstrome in einem Material. Am heiflen
Ende des Leiters gibt es mehr Elektronen mit hoher Energie und weniger Elektro-
nen mit geringer Energie. Durch Diffusion bewegen sich entsprechend energiereiche
Elektronen zum kalten Ende und Elektronen mit wenig Energie in die entgegenge-
setzte Richtung. Dies beschreibt die Warmeleitung durch Elektronen. Ein eventu-
elles Ungleichgewicht der Stréome wird durch ein elektrisches Feld ausgeglichen, da
im offenen Stromkreis kein Strom flieen kann. Die entstehende Spannung ist die
Seebeck-Spannung.
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Der Seebeck-Effekt beschreibt ausschliellich die Entstehung dieser Spannung. Ein
durch duflere Beschaltung entstehender Stromfluss ist nicht Teil dieses Effektes und
folgt lediglich aus dem Ohm’schen Gesetz.

10.7.2 Peltier-Effekt

Beim Peltier-Effekt liegen gegeniiber dem Seebeck-Effekt umgekehrte Verhaltnisse
vor. Ein duBerer Stromfluss bewirkt eine Anderung des Warmetransportes. Wih-
rend jedoch der Seebeck-Effekt das Entstehen einer Spannung beschreibt, tritt der
Peltier-Effekt ausschliellich durch das Flielen eines dufleren Stromes auf. In einem
stromdurchflossenen Thermopaar treten immer beide Effekte auf, bei metallischen
Thermopaaren ist der Peltier-Effekt jedoch nur schwer nachweisbar.

Wenn ein elektrischer Strom an einen Kontakt von einem Material in ein ande-
res flieit, entsteht eine Warmequelle. Je nach Vorzeichen des Stromes kann dabei
Wiérme freigesetzt oder Wérme entzogen werden. In aller Regel wird also der eine
Kontakt warm und der andere kalt.

Die Elektronen transportieren neben der Ladung auch immer Energie. Wie viel das
im Mittel ist, hdngt unter anderem davon ab, wie die Zahl der Ladungstrager und die
Streurate von der Energie abhangen. Hoherenergetische Elektronen tragen stérker
zum Strom bei, transportieren gleichzeitig aber auch mehr Energie. Beim Ubergang
von einem Material zum anderen édndert sich die mit den Elektronen transportierte
Energie. Die Differenz wird an der Kontaktstelle als Warme freigesetzt oder aufge-
nommen (Peltier-Effekt).

10.7.3 Mobilitat

Die Beweglichkeit bzw. Mobilitat p als physikalischer Begriff ist definiert tiber die
konstante (stationare) Geschwindigkeit v; , welche ein Kérper erreicht, wenn an ihn
eine konstante Kraft F' angreift.

0, = puF (10.37)

In der Elektrodynamik wird die Beweglichkeit in leicht abgewandelter Form defi-
niert. Die Ladungstragermobilitit, meist einfach Mobilitat genannt, bezeichnet den
Zusammenhang zwischen der Driftgeschwindigkeit v, von Ladungstragern und einem
angelegten elektrischen Feld F:

Ug = —pF (10.38)
o = (10.39)
m

e .. Elektronenmobilitat
Tse-.--Schwingungsdauer
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Tabelle 10.2: Mobilitit [<2] bei 300 K

Halbleiter ‘ Elektronen ‘ Locher

C 800 1200
Ge 3900 1900
Si 1500 450
GaAs 8500 400

Zusammenhang mit der Leitfahigkeit
Die elektrische Leitfahigkeit ldsst sich mit der Beweglichkeit in Verbindung bringen.

Fiir leitfadhige Stoffe lautet die Materialgleichung, welche die elektrische Stromdichte
J mit dem angelegten elektrischen Feld tiber die elektrische Leitfahigkeit o verkniipft:

ne’Et,.

(10.40)

j = —nev; = -
m
n...Elektronendichte
e...Ladung

Somit kommt man durch Gleichsetzen auf den Zusammenhang zwischen Leitfahig-
keit und Beweglichkeit:
0 = nefl. (10.41)

In Metallen dndert sich die Ladungstréagerdichte mit der Temperatur wenig und die
Leitfahigkeit ist von der temperaturabhiangigen Mobilitat bestimmt.

Die Leitfahigkeit eines Halbleiters setzt sich zusammen aus der Elektronendichte n
und deren Beweglichkeit p,, sowie der Lochdichte p und deren Beweglichkeit 1.

o = e(npn + ppn) (10.42)

2 2
NTsce€ Tsc.h€
g = oee | Plach (10.43)
me my,

Bei Halbleitern dndert sich mit der Temperatur die Ladungstragerdichte exponen-
tiell, dagegen ist die Temperaturabhingigkeit der Mobilitat klein.

10.8 Anwendungen

10.8.1 pn-Ubergang

In Halbleitern kann man bewegliche Ladungstriager auch ohne Dotieren mit Frem-
datomen erzeugen. Fremdatome mit einem Uberschusselektron wirken als Elektro-
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nenspender (Donatoren). Fremdatome, die ein Elektron weniger als die Wirtsgitte-
ratome aufweisen, wirken als Elektronenakzeptator.

Donatoratome geben ein Elektron an das Leitungsband ab und bewirken Elektro-
nenleitung (n-Typ). Akzeptoratome nehmen ein Elektron vom Valenzband auf und
fithren zur Locherleitung (p-Typ).

pn-Ubergang;:

An der Grenzfldche zwischen einem n- und einem p-typ dotierten Bereich des Halb-
leiters entsteht eine Ubergangszone (Verarmungszone). Sie entsteht durch die ge-
genseitige Rekombination der bewegliche Ladungstriager (Elektronen, Locher). In
der Verarmungszone verbleiben die Ladungen der unbeweglichen ionisierten Do-
tierstoffatome: positive Ladungen im n-Typ Bereich, negative Ladungen im p-Typ
Bereich. Hierdurch entsteht ein elektrisches Feld (Raumladungszone), welches einen
Ladungstransport unterbindet. Mit dem elektrischen Feld in der Raumladungszone
ist ein Potentialabfall (built-in voltage Vj;) verbunden, der zu einer gegenseitigen
Verschiebung der Bander beiderseits der Grenzflache fiihrt.

p-Typ n-Typ

(1) O 0O O O o o o @ Elektron
oe —
O}p = oDi'ffu;iogl e e s
Defektelektron
Raumladungen
0 000 |t e e 8 e
(2) o0 o - e o o
O 000 |4+ ®@ @ & @
Sperrschicht
Raumladungszone
--------- diffusion potential (V;)
(3) E
G

Abbildung 10.23: Aufbau einer Sperrschicht

10.8.2 Diode
Aufbau

Eine wichtige Anwendung des pn-Ubergangs ist die Diode. Eine Diode leitet den
Strom nur in eine Richtung. Legt man iiber den pn-Ubergang eine duflere Spannung
an, so dass der n-Typ-Bereich negativ (Kathode) und der p-Typ-Bereich positiv
(Anode) ist, werden Ladungstriger von beiden Seiten in den pn-Ubergang gedriickt,
die Verarmungszone schrumpft und der pn-Ubergang wird leitend. Die &ufiere Span-
nung verkleinert die Potentialbarriere am pn-Ubergang (Durchlassrichtung). Bei der

199



10.8. ANWENDUNGEN KAPITEL 10. HALBLEITER

in Durchlassrichtung gepolten Diode rekombinieren die Ladungstrager (Elektronen,
Locher) am pn-Ubergang. Legt man die Spannung in Gegenrichtung an, werden
bewegliche Ladungstriger aus der Nachbarschaft des pn-Ubergangs entfernt, die
Verarmungszone wachst und die Diode sperrt. In Sperrrichtung erhoht die duflere
Spannung die Potentialdifferenz am pn-Ubergang. Da die Rekombination von be-
weglichen Ladungstragern bzw. die Erzeugung beweglicher Ladungstragerpaare im
pn-Ubergang mit der Emission oder Absorption von Photonen verbunden sein kann,
eignet sich die Diode zur Umwandlung von Strom in Licht (Leuchtdiode) bzw. von
Licht in Strom (Photodiode).

IpinA
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1,2 - 100 °C
25 °C
. =50 °C
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Abbildung 10.24: Kennlinie einer Diode

10.8.3 Leuchtdioden

Eine Leuchtdiode (auch Lumineszenz-Diode, LED) ist ein elektronisches Halbleiter-
Bauelement. Fliefit durch die Diode Strom in Durchlassrichtung, so strahlt sie Licht,
Infrarotstrahlung oder auch Ultraviolettstrahlung mit einer vom Halbleitermaterial
und der Dotierung abhangigen Wellenlédnge ab.

Der prinzipielle Aufbau einer LED entspricht dem einer pn-Halbleiterdiode, LEDs
besitzen daher die gleichen Grundeigenschaften wie diese. Ein grofler Unterschied be-
steht in dem verwendeten Halbleitermaterial. Wahrend nichtleuchtende Dioden aus
Silizium, seltener aus Germanium oder Selen hergestellt werden, ist das Ausgangs-
material fiir LEDs ein sogenannter I1I-V-Halbleiter, meist eine Galliumverbindung.
Wird eine Spannung in Durchlassrichtung angelegt, wandern Elektronen von der
n-dotierten auf die p-dotierte Seite. Bei diesem Ubergang kann Licht ausgesendet
werden.

ITII-V-Halbleiter zeichnen sich dabei durch einen direkten Bandiibergang aus, das
bedeutet, dass die Elektronen auf direktem Wege vom Leitungsband in das Valenz-
band wechseln kénnen und somit Energie fiir die Lichterzeugung frei wird.

Die Grofle der Energieliicke bestimmt die Farbe des ausgesandten Lichts. Sie lasst
sich iiber die chemische Zusammensetzung des Halbleiters steuern. Beispielsweise
hat der Halbleiter Galliumarsenid einen direkten Bandabstand von 1,4 eV entspre-
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chend einer Wellenldnge von 885 nm bzw.infrarotem Licht. Eine Zugabe von Phos-
phor vergroBert ihn, dadurch wird auch das ausgesendete Licht energiereicher, die
Wellenlénge nimmt ab, die Farbe geht von Infrarot zu Rot und Gelb iiber.

10.8.4 Zener-Diode

Eine Zener-Diode oder auch Z-Diode, ist eine besonders dotierte Silizium-Diode mit
geringer Sperrschichtdicke. Die Charakteristik von Z-Dioden erlaubt es, dass sie in
zahlreichen Schaltungen zur Stabilisierung und Begrenzung von elektrischen Span-
nungen eingesetzt werden.

Sie verhalten sich in Durchlassrichtung wie normale Dioden, in Sperrrichtung werden
sie ab einer bestimmten Spannung, der so genannten Sperrspannung oder Durch-
bruchspannung, niederohmig.

ITin mA

— Durchlasskennlinie
—2,7 VZ-Diode
—5,6 V Z-Diode
—8,2 V Z-Diode

Ig —6 _4 0 07 UinV

Abbildung 10.25: Kennlinie einer Z-Diode

10.8.5 Laserdiode

Die meisten Laserdioden sind Kantenstrahler, das heif3t das Licht verlasst den Kris-
tall an dessen Bruchkante nahe an der Oberfliche quer zum Stromfluss. Bei infra-
roten Wellenldngen wird bis tiber 50 % der elektrischen Energie in Laserstrahlung
umgewandelt. Der Rest erwarmt den Kristall. Wie alle technischen Halbleiter wird
auch eine Laserdiode durch zu hohe Temperaturen zerstort. Deshalb werden Laser-
dioden zur Kiithlung auf eine Metalloberfliche gelotet, die die Warme abfiihrt.

Die Uberhitzungsgefahr stellt einen begrenzenden Faktor fiir die erreichbare Strah-
lungsleistung pro Einzelemitter dar. Um eine hohere Leistung zu erreichen, werden
in einem streifenformigen Chip mehrere nebeneinander liegende Dioden elektrisch
parallel betrieben. Durch Zusammenfassung der einzelnen Strahlen lésst sich eine ho-
here Gesamtleistung erzielen. Eine solche Anordnung von mehreren nebeneinander
auf einem Chip befindliche Dioden wird als Barren bezeichnet. Die 10 bis 25 Einzele-
mitter eines Barrens verhalten sich aufgrund des gemeinsamen Fertigungsprozesses
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elektrisch gleich und kénnen daher parallel wie eine groflere Diode betrieben wer-
den. Man erreicht damit bei Stromen bis tiber 80 A optische Leistungen bis iiber
100 Watt im nahen Infrarot. Aus mehreren solcher Barren zusammengesetzte soge-
nannte Stacks (Stapel) und daraus gefertigte Diodenlaser erreichen Leistungen bis
in den Kilowatt-Bereich.

Vertikal strahlende Laserdioden (sog. VCSEL) haben geringere Leistungen, jedoch
eine bessere Strahlqualitat.

Abbildung 10.26: Laserdiode

10.8.6 Solarzelle

Eine Solarzelle oder photovoltaische Zelle ist ein elektrisches Bauelement, das kurz-
wellige Strahlungsenergie, in der Regel Sonnenlicht, direkt in elektrische Energie
wandelt. Die physikalische Grundlage der Umwandlung ist der photovoltaische Ef-
fekt.

Photovoltaischer Effekt

Der photovoltaische Effekt basiert ebenfalls auf dem inneren photoelektrischen Ef-
fekt. Zusatzlich wird ein pn-Ubergang benétigt. An dem Ubergang findet bei Licht-
einwirkung eine Ladungstrennung statt. Das entstehende elektrische Spannungsge-
falle kann zur Signalgewinnung oder fiir die Wandlung der Strahlungsenergie in
elektrische Energie genutzt werden.

Funktionsweise

Solarzellen aus Halbleitermaterialien sind im Prinzip wie grofflachige Photodioden
aufgebaut, welche als Stromquelle betrieben werden. Die Besonderheit von Halblei-
tern ist, dass sie durch zugefithrte Energie (elektromagnetische Strahlung) freie La-
dungstriger erzeugen (Elektronen und Locher). Um aus diesen Ladungen einen elek-
trischen Strom zu erzeugen, ist ein internes elektrisches Feld notig, um die erzeugten
Ladungstriger in unterschiedliche Richtungen zu lenken. Dieses interne elektrische
Feld wird durch einen pn-Ubergang erzeugt. Da Licht in Materialien gewohnlich ex-
ponentiell schwicher wird, muss dieser Ubergang moglichst nahe an der Oberfliche
liegen und die Ubergangszone mit dem elektrischen Feld sollte moglichst weit in das
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Material hineinreichen. Diese Ubergangszone (Raumladungszone) wird durch geziel-
te Dotierung des Materials eingestellt. Um das gewiinschte Profil zu erzeugen, wird
gewoOhnlich eine diinne Oberflachenschicht stark n-dotiert, die dicke Schicht darunter
schwach p-dotiert. Das hat eine weitreichende Raumladungszone zur Folge. Wenn in
dieser Ubergangszone nun Photonen einfallen und Elektronen-Loch-Paare erzeugen
(Photoeffekt), so werden durch das elektrische Feld die Locher zum untenliegen-
den p-Material beschleunigt und umgekehrt die Elektronen zum n-Kontakt auf der
(sonnenzugewandten) Oberseite. Ein Teil der Ladungstrager rekombiniert auf dieser
Strecke und geht in Warme verloren, der iibrige Photostrom kann direkt von einem
Verbraucher benutzt, in einem Akkumulator zwischengespeichert oder mit einem
netzgefithrten Wechselrichter in das Stromnetz eingespeist werden. Die elektrische
Spannung bei maximaler Leistung liegt bei den gebréuchlichsten Zellen (kristalline
Siliziumzellen) bei etwa 0,5 V.

Die Struktur von Solarzellen wird des Weiteren so angepasst, dass moglichst viel
Licht eingefangen wird und in der aktiven Zone Ladungstrager erzeugen kann. Da-
zu muss die Deckelektrode transparent sein, die Kontakte zu dieser Schicht miissen
moglichst schmal sein, und auf der Oberseite wird eine Antireflexionsschicht (zur
Verringerung des Reflexionsgrades) aufgetragen. Die Antireflexionsschicht sorgt fiir
die typisch blauliche bis schwarze Farbe von Solarzellen. Unbeschichtete Solarzellen
haben dagegen ein silbrig-graues Erscheinungsbild.

Uber die Schichtdicke wird auch die Farbe bestimmt (Interferenzfarbe). Eine mog-
lichst hohe GleichméaBigkeit der Beschichtungsstarke ist dabei wichtig, da bereits
Schwankungen um einige Nanometer in der Schichtstérke den Reflexionsgrad erho-
hen. Blaue Reflexion ergibt sich aus der Einstellung der Antireflexschicht auf den
roten Teil des Spektrums — der bevorzugten Absorptionswellenldnge von Silizium.
Prinzipiell sind jedoch auch beispielsweise rote, gelbe oder griine Solarzellen auf die-
se Weise fiir spezielle architektonische Anwendungen herstellbar, sie haben jedoch
einen schlechteren Wirkungsgrad.

Abbildung 10.27: Solarzelle
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12.1 Dia- und Paramagnetismus

Zur Kennzeichnung des magnetischen Zustandes von Materie wird die Magnetisie-
rung M verwendet. Die Magnetisierung ist als die Summe der magnetischen Mo-
mente pro Volumeneinheit definiert:

2 my

M:
v

Dabei hat das magnetische Moment eines freien Atoms drei prinzipielle Ursachen:
e den Spin der Elektronen
e den Bahndrehimpuls der Elektronen beziiglich ihrer Bewegung um den Kern

« die Anderung des Bahndrehimpulses, die durch ein duferes Magnetfeld indu-
ziert wird.

Befindet sich die Materie in einem dufleren Magnetfeld, gilt der Zusammenhang:
B = po(H + M) (12.1)

Die physikalischen Gréflen magnetische Feldstéarke H und magnetische Induktion B
sind im Vakuum durch die Relation

B = puoH (12.2)

verkntpft.

Zwischen dem Feld B und der Magnetisierung M besteht héufig ein linearer Zusam-
menhang

—

,UOM — yB bzw. M = yH (12.3)

mit y der magnetischen Suszeptibilitdt. Hieraus folgt sofort
B = po(H + M) = po(H + xH) = pioH(1 + x) = popt H (12.4)

mit der Permeabilitdt p, = (1 + x) des bestimmten Stoffes.
Stoffe mit einer negativen magnetischen Suszeptibilitat werden als diamagnetisch
bezeichnet. Bei ihnen ist die induzierte magnetische Polarisation entgegengesetzt

zu einem angelegten Feld orientiert. Substanzen mit einer positiven Suszeptibilitat
nennt man paramagnetisch.

x < 0 diamagnetisch
x > 0 paramagnetisch

Im Allgemeinen setzt sich die Suszeptibilitdt aus einem dia- und einem paramagne-
tischen Anteil zusammen.
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Diamagnetismus

Der Diamagnetismus ist darauf zurtickzufiihren, dass durch ein aufleres Magnetfeld
Kreisstrome induziert werden. Nach der Lenz’schen Regel ist das mit diesen Kreiss-
tromen verbundene magnetische Moment dem angelegten Feld entgegengesetzt.

— Bapplied

B

induced

Abbildung 12.1: Richtung des induzierten Magnetfeldes.

Die magnetische Polarisation dieser Materialien ist also antiparallel zum externen
Magnetfeld, wodurch das Gesamtfeld somit geschwacht wird. Dementsprechend ist
die Suszeptibilitdt y < 0. Wird das Magnetfeld wieder abgeschaltet, verschwindet
auch die Polarisation.

Der Diamagnetismus ist eine temperaturunabhéangige Form des Magnetismus. Prin-
zipiell zeigen alle Materialien einen diamagnetischen Effekt. Allerdings wird dieser
haufig durch andere magnetische Effekte, wie Para- oder Ferromagetismus tiber-
deckt. Supraleitende Materialien sind ideale Diamagnete und haben somit y = —1.
Bei normalen Materialien ist y ~ —107% — 1075,

Paramagnetismus

Der paramagnetische Effekt beruht auf der Orientierung bereits vorhandener magne-
tische Momente, die ihrerseits vom Bahndrehimpuls und dem Spin der Elektronen
verursacht werden. Somit konnen nur Materialien mit einem von Null verschieden
Gesamtdrehimpuls ein paramagnetisches Verhalten zeigen. Dies ist z.B. bei Festkor-
per, in denen die Atome nicht-abgeschlossene Schalen aufweisen, der Fall.

Liegt kein externes magnetisches Feld an, so sind die Richtungen, in der diese atoma-
ren Elementarmagneten zeigen, statistisch verteilt. Die Summe dieser Einzelmagnete
addiert sich also zu einem gesamten magnetischen Dipolmoment M = 0. Wird aber
das Material in ein externes Magnetfeld gebracht, so ist es energetisch giinstiger,
wenn sich die atomaren Dipolmomente m; parallel zum Magnetfeld ausrichten und
so dieses verstéarken.

Da die temperaturbedingte Bewegung einer statistischen Ausrichtung der Teilchen
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entgegenwirkt, ist der Paramagnetismus temperaturabhéngig und die Suszeptibilitat
berechnet sich nach dem Curie-Gesetz:

X=5 (12.5)

wobei C eine materialabhéngige Konstante ist. Somit geht die Suszeptibilitat fir
hohe Temperaturen gegen Null.

12.1.1 Die Brillouin-Funktion

Das magnetische Gesamtmoment J der Elektronenhiille setzt sich aus dem orbitalen
Drehimpuls L und dem Spin S zusammen.

J=L+S (J=|L£8) (12.6)

Im allgemeinen Fall kann J beliebige halb- oder ganzzahlige Werte annehmen. Die
z-Komponente J, hat J(J + 1) verschiedene Einstellméglichkeiten, die durch die
magnetische Quantenzahl

my=—J,—J+1,..,J—1,J

charakterisiert werden. Die Zustandssumme Z eines solchen Systems ist dann eine
Summe iiber alle moglichen Zusténde.

+J B
Z= Y exp (—mJgJMB ) (12.7)
o kgT

Hier ist g; der sogenannte g-Faktor oder gyromagnetische Verhaltnis. Fiir ein freies
Atom ist der g-Faktor durch den Landé-Faktor gegeben. Das Bohr’sche Magneton
pp ist als efi/2me definiert. Es ist praktisch gleich dem magnetischen Moment des
Spin eines freien Elektrons. Mit der Vereinfachung

_ gsupB
kT

(12.8)

kann man die Zustandssumme mit Hilfe der Sinus-Hyperbolicus-Funktion ausdriicken.

Z = méijexp(—mjx) = Smhsgrij(;)l);> (12.9)

Aus der Zustandssumme lasst sich die freie Energie berechnen:

sinh ((QJ + 1)”;)

x
()

F = —kgTIn(Z) = —NkgTIn (12.10)
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oF

8B> . berechnen:

Uber die freie Energie lisst sich die Magnetisierung M = — <

2J+1 2J +1gupB ) 1 ( 1 gupB ﬂ
M=N th — ~ coth [ — 12.11
g“B‘]{ 2 < o7 ot ) e oY) (121

= NgupJB,(y)

Hierbei bezeichnet B;(y) die Brillouin-Funktion:

2 1 2 1 1 1 B
Bj(y) = T+ coth( T+ y) — — coth (y) . oy = guB J (12.12)

2J 2J 2J 2J kgT
TO0 77 [ =TT Y
- =X T - i —
L /éas’ §=3 (Gd 1|
- x/a - —
’6:
6.00_ 4 ]
Y i i
- * §S= 2 (Fe*) 11 o
Z 5.00 / ”o___z_o,_
E = lé XO’O"' -
R ffg 3
g L _
£ 4.00 / X'“'O
= L ]
& - _
Z L s= 3 e 1+
2 3.00 =
2 - i /%”x’ﬂ/ﬁp’ ]
% 200 M Yai
= L i4 i
j o 130K
1 A 200K 7
! / x 300K 7
1.00 o 421K -
—— Brillouin functions —
_
00 11 1 111 1 I S N I |
0 10 20 30 40
B/T in kG deg™

Abbildung 12.2: Magnetisches Moment als Funktion von B/T. Die durchgezeich-
neten Linien entsprechen den theoretischen Vorhersagen der Brillouin-Funktion fiir
Materialien mit verschiedenen Gesamtdrehimpulsen der atomaren Elektronen.

Fir z — 0 gilt By — 0 und somit auch M — 0. Das heifit ein Paramagnet besitzt kei-
ne spontane Magnetisierung. Weiters gilt B; == 1. Dies bedeutet, dass die Magne-
tisierung fiir grofle Magnetfelder gegen die Séttigungsmagnetisierung Mg = NgugJ

konvergiert.

Fiir kleine Argumente y < 1 bzw. upB < kgT kann man die Reihenentwicklung

1y v
thy =—-—+4+= .
cothy ” + 3 + 15 +
verwenden und gelangt somit zu:
(J+1) 3
B = @)
J(y) a7 YT (v°)
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Womit sich fiir die Suszeptibilidt das Curie-Gesetz ergibt

J— MN
X—MOB NMO?)I{:BT

C
FupJ(J+1) = 7 (12.13)
mit C' der Curie-Konstanten. Die Suszebtibilitidt paramagnetischer Materialien fallt
also mit wachsender Temperatur proportional zu 1/T" ab.

Spezialfall: "2-Niveau-System"

Betrachten wir jetzt noch den Spezialfall eines 2-Niveaus-Systems, d.h. fir ein
einzelnes Elektron (J = 1/2). Fur dieses gilt: m; = mg = £1/2 und g = 2
= F; = +ugB. Ein Atom mit Gesamtdrehimpulsquantenzahl J besitzt 2J + 1
aquidistante Energieniveaus.

m Ma
e 1
s y B) —H
Ve
—( . R 2#8
~ ¥ 1
C— — —
2 M

Abbildung 12.3: Aufspaltung der Energieniveaus eines Elektrons in einem Magnet-
feld B. Das magnetische Moment p hat entgegengesetztes Vorzeichen zum Spin S,
sodass . = —gupS. Im unteren Energiezustand liegt das magnetische Moment par-
allel zum Magnetfeld, im oberen anti-parallel.

1.00
0.75
0.50

unteres Niveau

0.25 oberes Niveau

Relative Besetzung

o
o

0.5 1.0 1.5 2.0
uB/kgT

Abbildung 12.4: Relative Besatzungszahlen eines 2-Niveau-Systems in thermischen
Gleichgewicht bei Temperatur T und Magnetfeld B. Das magnetische Moment ist
proportional zur Differenz beider Kurven

Lexp(a/2) — expla/2)
2 exp(x/2) + exp(x/2)
mit ¢ = 2 und fiir r < 1 (tanhz =~ z) folgt =

M = N{p) = Npupg -

1
= N,uBg§ tanh <;>

B\ Ni%B
K5 >% &z (12.14)

M = Npup tanh
#pan <kBT knT
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12.1.2 Hund’schen Regeln
Elektronen verteilen sich nach folgenden Regeln auf die Orbitale innerhalb einer
Schale.

o Maximierung des Gesamtspins S, wie es das Pauli-Prinzip zulésst.

o Maximierung des Bahndrehimpuls L.

o Fiir den Gesamtdrehimpuls J gilt:
J = |L — S| bei weniger als zur Halfte gefiillter Schale
J = L+ S bei mehr als zur Hélfte gefiillter Schale
Ist die Schale genau bis zur Halfte gefiillt, gilt: J =S (L = 0)

CLWUAOULWO WL T AL WL

Abbildung 12.5: Elektronische Grundzustiande teilweise gefiillter f-Schalen

12.1.3 Pauli-Paramagnetismus

Neben dem Diamagnetismus durch die Bahnbewegung haben freie Elektronen auch
einen Paramagnetismus (Pauli-Paramagnetismus). Liegt kein Magnetfeld an, so sind
die Zustédnde mit den beiden verschiedenen Spineinstellungen energetisch gleich (ent-
artet). Legt man ein Magnetfeld an das freie Elektronengas an, so spaltet die mit
unterschiedlichen Spins doppelt besetzten Zustinde energetisch auf. Das liegt daran,
dass sich die Energie je nach Stellung des Spins verdndert.

Die beiden Spinzustdnde werden durch das Magnetfeld B energetisch um :i:% gupB =
+upB nach oben bzw. unten verschoben. Die Energieparabel D(E) spaltet also
in zwei Parabeln auf, die auf der Energieachse um gugB = 2ugB gegeneinander
verschoben sind.

Da aber das Fermi-Niveau fiir Elektronen mit Spin-up oder Spin-down gleich ist,
kommt es zu einem Uberschuss an Elektronen einer Sorte (Anhingig vom externen
Magnetfeld). So bleibt aber ein resultierendes magnetisches Moment von Elektro-
nenspins tbrig, welches parallel zum Magnetfeld B ist. (Das Elektron besitzt ein
magnetisches Moment von einem Bohr’schen Magneton pup.)

Da die meisten Zustédnde mit parallelem Spin schon besetzt sind, ist die Wahrschein-
lichkeit fir das Umklappen des Spins eines Leitungselektrons beim Anlegen eines
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E

antiparallel } parallel
zu B, zu By

1D(E)

245B;
!

Abbildung 12.6: Die Zustandssichte D(E) spaltet in einem Magnetfeld B in zwei
gegeneinander verschobene Parabeln auf.

Feldes gleich Null. Nur Elektronen an der oberen Grenze der Fermi-Verteilung haben
die Moglichkeit im Feld umzuklappen. So tragt nur der Bruchteil T'/Tx der gesamten
Elektronenzahl zur Suszeptibilidt bei.

Die Anzahl der Elektronen mit einem zum B parallelen magnetischen Moment am
absoluten Nullpunkt ist.

1 B
N, = §/ D(E + pip)dE

uBB

1 rEr 1 1 1
~ 5/0 D(E)AE + SusBD(Er) = 5N + 5 s BD(Er) (12.15)

Die Konzentration der Elektronen mit antiparallelen magnetischen Moment ist

1 11
~ 5/ D(E)dE — SusBD(Eg) = 5N = S BD(Ep) (12.16)
0

Ry
N = f/ D(E — pup)dE
2 —/LBB
1 fBr
Die Magnetisierung ist durch M = ug(N; — N_) gegeben, woraus folgt
M = pp(Ny — N_) = u D(Ep)B (12.17)

Und weiter fir kT < Er mit D(Er) = 3N/2Er = 3N/2kgTr

3N u?
M = y3,D(Ep)B = B 12.18
4y D(Er) B = 5 (12.15)
Woraus fiir die Suszeptibiliat eines Fermi-Gases von Leitungselektronen
3N
= 12.19
X= g7 (12.19)

folgt.
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Die Anzahl an Elektronen, die man bei Anlegen eines magnetischen Feldes von
Spin-down zu Spin-up umklappen kann, ist fast immer dieselbe wie beim absoluten
Nullpunkt. So hat beim Pauli-Paramagnetismus die Magnetisierung und die Suszep-
tibilitdt eines Elektronengases eine nur sehr schwache Temperaturabhangigkeit.

12.2 Ferromagnetismus

Der Ferromagnetismus beruht auf einer Wechselwirkung zwischen den Nachbarato-
men im Kristallgitter. Diese Wechselwirkungen versuchen die magnetischen Momen-
te benachbarter Atome parallel zu stellen. So konnen sich dann Bezirke ausbilden, in
denen alle Spins parallel orientiert sind und auch bei verschwindendem Magnetfeld
ein makroskopisches magnetisches Moment bestehen bleibt.

Die Dipol-Dipol-Wechselwirkung ist allerdings zu schwach um z.B. ferromagnetische
Ordnung in Eisen oberhalb der Raumtemperatur zu erzeugen. Tatséchlich ist aller-
dings die quantenmechanische Austauschwechselwirkung zwischen ununterscheidba-
ren Teilchen die Grundlage des Magnetismus. Hierzu betrachten wir zwei Fermionen
1 und 2 mit Spin 1/2 (z.B. Elektronen). Die Schrodinger-Gleichung fiir zwei Teilchen
ist uns ja bereits bekannt.

(82 82 9 9 9 R
ple e o ot o o 12.2
2m ((‘M% + oy? + 023 + 013 * o3 " 82%) vt (12:20)

+Vi(r) + Va(ra) + Via(r, ra)v = E

Beriicksichtigt man nicht die Elektron-Elektron-Wechselwirkung (also Vi o = 0) ist
die Losung durch t(r1,73) = ¥1(77)12(r3) gegeben. Basierend auf dem quanten-
mechanischen Pauli-Prinzip, muss die Gesamtwellenfunktion zweier Fermionen an-
tisymmetrisch sein = W(r{,73) = —W(r3,71). Die Gesamtwellenfunktion ldsst sich
nun als ein Produkt einer Wellenfunktion ¢ im Ortsraum und einer Funktion y im
Spinraum schreiben. Die Ortswellenfunktion ¢ kann nun selbst symmetrisch oder
antisymmetrisch bei Teilchenaustausch sein. Der Spinanteil x der Wellenfunktion
muss daher die gegenteilige Symmetrie des Ortsanteils besitzen.

Somit ergeben sich die moglichen Wellenfunktionen zu

[ | 11) ]
| T )
Uy = NG [1(r1)a(r3) — 1 (r2)1b2(r1)] NG (12.21)
I |4 l

M] (12.22)

1 . - - —
Vg = V2 [1(11)92(r2) + Y1 (12)4h(r1))] [ V2

Diese beiden Zustande sind jeweils (25 + 1)-fach entartet. Also ist der (S = 0)-
Zustand ein Singulett, der (S = 1)-Zustand ein Triplett.
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Nun bilden wir die Energie-Erwartungswerte der beiden Zustande:

1

(CalH[Ta) = 5 [{1(r1)9a(r2)[H ] (r)d2(r2)) — ()2 (r2) [H |41 (72)2 (1))
—(1(r2) o (7)) [ H |91 (71)102(r2)) + (1 (r2) o (71) [H |41 (72) 2 (77))]
(Ws|H[Vs) = ;[<¢1(ﬁ)¢2(7‘3)|H|¢1(ﬁ)¢2(7’3)>+<¢1(ﬁ)¢2(7‘3)|H|¢1(7‘3)¢2(ﬁ)>

(W1 (72) 2 (1) [H [1 (1) 02(72)) + (1 (72) 2 (7)) [ H |11 (72)402(71))]

In beiden Fallen bekommt man vier Terme. Eine der beiden Zusténde hat eine hohe-
re Energie, was auf das Minus-Zeichen zuriickzufithren ist. Dieses tritt aber nur dann
auf, wenn man die Elektron-Elektron-Wechselwirkung berticksichtigt! Die Energie-
differenz zwischen ¥4 und Vg wird Austausch-Energie genannt. In Ferromagneten
hat der antisymmetrische Zustand eine niedrigere Energie. Dies ist der Zustand mit
parallelen Spins. In Antiferromagneten hat der symmetrische Zustand eine niedri-
gere Energie und so sind die Spins antiparallel.

Nun wollen wir die Magnetisierung in einem Ferromagneten betrachten.

12.2.1 Die Mean-Field-Theorie

Im Folgenden wird die Wechselwirkung zwischen den einzelnen Spins beriicksichtigt.
Deshalb muss man den gesamten Heisenberg-Hamilton-Operator betrachten:

H == Ji;88; — gupy_ 5,8 (12.23)
1,7 7

Der erste Term beschriebt die Wechselwirkung unter den Spins. J; ; bezeichnet da-

bei die Austauschkonstante (Austauschenergie) zwischen dem i-ten und dem j-ten

Spin. Der zweite Term beschreibt die Wechselwirkung eines Spins mit einem exter-

nen magnetischen Feld.

Zur weiteren Berechnung verwenden wir die Mean-Field-Néherung (bzw. die Molekularfeld-

Néherung). Die Idee hinter dieser Naherung ist, dass die Spin-Spin-Wechselwirkung

durch ein mittleres Magnetfeld ersetzt werden soll. Die Spins werden somit vonein-

ander entkoppelt und wechselwirken nur noch mit dem mittleren Feld.

Dabei ergibt sich fiir den Hamiltonoperator:

Hyr = Zi(Z Jis(S) + QMB§>
: 5

/1 L
=gus ) S@-( e 26: Ji6(S) +B) (12.24)

1

By r

Der Spinoperator 57] wurde dabei durch seinen Erwartungswert, der fiir ein homoge-
nes System unabhéngig vom Gitterpunkt sein sollte, ersetzt: S; — (S;) = (S). Der
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Index ¢ lduft iber alle Atome und der Index § jeweils iiber alle Nachbarn, mit denen
Austauschwechselwirkungen bestehen. Der erste Term in der Klammer nehmen wir
nun als Korrektur zum &dufleren Magnetfeld an und definieren es als sogenanntes
Mean-Field By (Molekularfeld).

g 1 -
Byp=—Y_Jis(S) (12.25)
gup 5

D.h. wir fassen die Austauschwechselwirkung als mittlere magnetische Flussdichte
auf, die auf den Spin ¢ wirkt, und behandeln diese formal wie ein externes magneti-
sches Feld.

Das Molekularfeld ist verbunden mit einer mittleren makroskopischen Magnetisie-
rung M des Systems, da jeder Spin S ein magnetisches Moment m; = —guggi
besitzt. Ersetzen wir S; durch den Erwartungswert, so erhalten wir fiir die Magne-
tisierung

>y N

M = v :g,uBV<S). (12.26)

—

Nun kénnen wir mit (12.25) und (12.26) den Spin-Erwartungswert (S) eliminieren.
So folgt fiir das Mean-Field:

, 1 vV o

Byr=——-—2JM 12.27

9*uE N (1227)

Dabei wurde die Anzahl der ndchsten Nachbarn z verwendet um die Summe tber
die nachsten Nachbarn durch 3 5 J; s = zJ zu ersetzten.
Der Hamilton-Operator wurde so zu H = gug>.; Si(Byr + B,) und besitzt die
Energie-Eigenwerte

1
E= iig,uB(BMF + B,) (12.28)

fir jeden Elektronenspin. Wir bezeichnen die Anzahl der Elektronen in den bei-
den Zustdnden mit Spin parallel bzw. antiparallel zum B-Feld mit Ny und N;. Im
thermischen Gleichgewicht ist dann

Ny —gp(Bur + B,
— = 12.29
Ny P ( kT (12.29)
und damit erhalten wir fiir die Magnetisierung
1 Ny =N, 1 N 1 gps(Bur + B,
M= - —_— == — tanh | = 12.30
2By A (2 kT (12.30)
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Ohne auBleres Magnetfeld B, = 0 erhalten wir fiir den Ausdruck der Magnetisierung:

1 N
M = gﬂBtEﬂ'lh( IKB BMF)

2 \% 2kgT
—_——
Mg
gup 1V
= Mgtanh | =—— —zJM
s (2/<;BT92MQBNZ )
1V 2z M
= Mgtanh | 2—— —J —
o ( gup N 1kp T)
—
1/Mg Tc
Tc M
= Mgtanh [ —— 12.31
sl (TMS) (12.31)

mit der Sattigungsmagnetisierung Mg und der Curie-Temperatur Te:

1 N z
Mg = -gpup—, Tc

= — 12.32
2 V 4kBJ (12:32)

tanh(m/t)
fort = 0.5

fort =1

fort =2

Abbildung 12.7: Graphische Losung fiir m = tanh(m/t). Die drei Kurven entspre-
chen den Temperaturen 27, T und 0, 57¢.

Fiir Temperaturen oberhalb der Curie-Temperatur T konnen wir den Tangens Hy-
perbolicus wieder in eine Reihe entwickeln und konnen so das Curie-Weiss-Gesetz
fiir die Suszeptibilitat herleiten. Mit einem aufleren Magnetfeld B, erhalten wir aus
12.30 und 12.25

M ~ ;gWB W]LT (Ng‘;ﬂ% SIM + Ba> (12.33)
Nach der Magnetisierung M aufgelost ergibt das
Mo PN Ba g 2 (12.34)
AVkg T —Te 4kp

Weiters folgt daraus fiir sie Suszeptibilitat x

aM ¢
T dH T T -Tg

X (12.35)
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Das Ergebnis entspricht dem Curie-Gesetz fiir die Magnetisierung von Paramagne-
ten, wenn wir T = 0 setzten. Oberhalb der kritischen Temperatur T verhélt sich
also ein Ferromagnet wie ein Paramagnet allerdings mit einer Temperaturabhangig-
keit bezogen auf die Curie-Temperatur 7¢.

Paramagnetism Ferromagnetism
Susceptibility y X
i
i
]
Complex:
behairior;
i
i
I
0 T 0 T.
_C _C
X=T XTTCT,
Curie law Curie-Weiss law
(T>T,)

Abbildung 12.8: Temperaturabhangigkeit der magnetischen Suszeptibilitdt von Pa-
ramagneten und Ferromagneten

12.2.2 Ferromagnetische Ordnung

CLUITL TLEED gy

Einfacher Ferromagnet Einfacher Antiferromagnet Ferrimagnet
Verkippter Spiralférmige Ferromagnetisches
Antiferromagnet Spinanordnung Energieband

Abbildung 12.9: Ordnungszustinde von Elektronenpins

12.2.3 Ferri- und Antiferromagnetismus!

Antiferromagnetika sind Festkorper mit zwei ferromagnetischen Untergittern be-
nachbarter Gitteratome, die antiparallele Spineinstellung haben und deren magneti-

! Achtung: In diesem Abschnitt wird das CGS-System verwendet! (CGS)B = H+4nx M, (SI)B =
o (H 4+ M). In beiden Mafisystemen nennen wir das von auflen angelegte Magnetfeld B,: Im CGS-
System gilt B, = H,, im SI-System B, = uoH,. Fir die Suszeptibilitat gilt x = M/B, im CGS-
und x = M/H, = poM /B, im SI-System.
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sche Momente gleich grof§ sind. Die resultierende spontane Magnetisierung ist daher
gleich Null.

Ferrimagnetika besitzen ebenfalls zwei Untergitter, allerdings sind nun die magneti-
schen Momente nicht gleich. Als Folge erhélt man eine nicht verschwindende spon-
tane Magnetisierung. Die Untergitter konnen aus gleichartigen oder auch aus ver-
schiedenen Atomsorten bzw. Untergitter A und B bestehen.

Ferrimagnetismus

Ein typisches Beispiel eines Ferrimagneten ist Magnetit Fe3Oy, das zur Klasse der
Ferrite MO FeyO3 zéhlt (M ist dabei ein 2-wertiges Kation wie Fe, Zn, Cd, Ni, Cu,
C'o oder Mg). Sie haben die sogenannte Spinell-Kristallstruktur. Pro Einheitswiirfel
besitzt diese acht besetzte Tetraederplitze (A) und sechzehn besetzte Oktaederplat-
ze (B).

Abbildung 12.10: Kristallstruktur des Minerals Spinell M gAl;Oy,.

Zur theoretischen Beschreibung im Rahmen der Molekularfeldtheorie hat man nun
zwei Austauschfelder B4 und By zu beriicksichtigen.

Ba = —AJaa) My — pu(Jap)Mp (12.36)
Bp = —u(Jpa)My — v(Jpp) Mg (12.37)

Hier sind J4,Jpp und Jap = Jga die Molekularfeldkonstanten fir die Austausch-
wechselwirkung innerhalb derselben Untergitter bzw. zwischen verschiedenen Unter-
gittern. Dabei sind diese Austausch-Integrale alle negativ und begiinstigen so eine
antiparallele Einstellung der durch die Wechselwirkung verbundenen Spins. Da die
AB-Austauschwechselwirkung die stérkste ist, stehen die A-Spins wie die B-Spins
untereinander parallel, sodass insgesamt die A-Spins antiparallel zu den B-Spins
stehen.

Nehmen wir jetzt an, dass es flir die beiden Untergitter zwei verschiedene Curie-
Konstanten C'y und Cpg gibt. Zudem betrachten wir im Rahmen der Molekular-
feldndherung zur Vereinfachung nur eine antiparallele Wechselwirkung zwischen
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den Subgittern. D.h. EA = —,uMB und EB = —,LLMA (entspricht J4p < 0 und
Jaa = Jpp = 0). Daraus folgt

My = G2 (B, — ubMs) (12.38)
My = (B, — ) (12.39)

mit dem aufleren Feld B,. Diese Gleichungen habe fiir ein verschwindendes aufleres
Feld B, = 0 eine nicht-triviale Losung wenn

’ T /LCA

oy T =0

Dies ergibt die Curie-Temperatur T = pu/C4Cp. Diese liefert wiederum nach ein-
setzen in (12.38) die Suszeptibilitat fir 7' > Te:
. MA"—MB (CA+CB)T—2/LCACB

- 12.40
B, T2 — T2 (12.40)

Antiferromagnetismus

Der Antiferromagnetismus ist eigentlich ein Spezialfall des Ferrimagnetismus. Hier
sind im antiferromagnetischen Zustand die Magnetisierungen der Untergitter vom
Betrag her gleich My = —Mp.

Oberhalb einer kritischen Temperatur, die Néel-Temperatur genannt wird, verschwin-
det die Magnetisierung der Untergitter. Sie ist analog zum ferromagnetischen Fall
(s1)

ya
Ty = ———1J. 12.41
N 4k ( )

Die Néel-Temperatur ist positiv, da jetzt J < 0 ist.

Fiir den paramagnetischen Bereich 7' > Ty folgt analog wie fiir Ferrimagnetika die
Suszeptibilitat
My + Mg (Ca+Cp)T —2pCACp

B, T2 — T2
Nur weisen hier beide Untergitter die selbe Sattigungsmagnetisierung auf, woraus
C4 = Cp folgt.

(12.42)

B My + Mp _ 2C _ 2C
B,  T+uC T+Ty
Wir erhalten also eine Temperaturabhéangigkeit dhnlich wie beim Curie-Weiss-Gesetz,

nur dass die kritische Temperatur jetzt mit umgekehrten Vorzeichen erscheint. Bei
der Néel-Temperatur selbst bleibt die Suszeptibilitiat endlich.

(12.43)

Im antiferromagnetischen Zustand 7" < Ty muss man zwischen den beiden Féllen
paralleler und senkrechter Orientierung des dufleren Feldes relativ zur Ausrichtung
der Spins unterscheiden.
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Xn

y in units 107% per pram
—
gt
S

0 40 80 120 160 200 240 280 320

Abbildung 12.11: Schematische Darstellung der magnetischen Suszeptibilitit fiir
einen Antiferromagneten. Unterhalb der Néel-Temperatur Ty im antiferromagne-
tischen Zustand sind die Suszeptibilitat fiir parallele und senkrechte Orientierung
des Magnetfeldes relativ zur Spinachse verschieden.

12.3 Kristallanisotropie

12.3.1 Anisotropieenergie

In den bisherigen Betrachtungen zum Magnetismus haben wir die kristalline Struk-
tur des Festkorpers vernachlissigt. Sie spielt aber eine wichtige Rolle.

Verursacht wird die magnetokristalline Anisotropie durch die Spin-Bahn-Kopplung.
Diese koppelt die Form der Wellenfunktion mit dem Spin. Die Austauschenergie
héngt von der Uberlappung der Wellenfunktionen und so von der Spinrichtung ab.

00C60e

Abbildung 12.12: Aufgrund der Spin-Bahn-Kopplung ist die Ladungsverteilung nicht
kugelsymmerisch. Da die Asymmetrie mit der Richtung der Spins verbunden ist,
andert eine Drehung der Spinrichtung relativ zu den Kristallachsen die Austausch-
energie.

Die Orientierung der Bahnmomente richtet sich nach der Kristallstruktur und wegen
der Spin-Bahn-Kopplung hangt die Gesamtenergie des Systems von der Orientierung
des Spins relativ zu den Kristallachsen ab. Die Orientierung mit der niedrigsten
Energie wird als leichte Orientierung bezeichnet, die entsprechende Achse als leichte
Achse. Die Energie, die dazu fiihrt, dass die Magnetisierung sich entlang dieser
Richtung leichter Magnetisierung ausbildet, wird Anisotropieenergie genannt.
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Abbildung 12.13: Magnetisierungskurven fiir Einkristalle.

12.3.2 Bloch-Wand

Ein Ferromagnet besteht aus Doméanen, innerhalb derer die Magnetisierung entlang
einer leichten Achse liegt. Eine Bloch-Wand in einem Kristall ist der Ubergangs-
bereich, der benachbarte Doméanen verschiedener Magnetisierungsrichtung trennt.
Dabei erfolgt der Ubergang von einer Doméne in die andere durch eine Rotation um
eine Achse senkrecht zu Doménenwand.

Die Starke einer Domanenwand ergibt sich aus dem Wechselspiel zwischen Aniso-
tropie und ferromagnetischer Austauschkopplung. Die Austauschenergie wird mini-
miert, wenn der Drehwinkel der Magnetisierung von einer Atomlage zur néchsten
moglichst klein, die Wandstérke also moglichst grof ist. Die Anisotropieenergie wird
minimiert, wenn der Bereich, in dem die Magnetisierung nicht entlang der leichten
Achse liegt, moglichst klein ist, sprich wenn die Wandstérke moglichst gering ist.

Abbildung 12.14: Struktur der Bloch-Wand zwischen ferromagnetischen Doménen.

Zum besseren Verstandnis betrachten wir die Heisenberg-Gleichung. Die Austausch-
energie zwischen zwei Spins die den Winkel ¢ einschlielen, ist gegeben durch:

w = —2J§§§J = —2J5? CoS p &2 JSQgp2

J ist das Austauschintegral, welches mit der Uberlappung der Ladungsverteilung
der Atome i und j zusammenhéngt und S ist die Spinquantenzahl.

Wenn eine Gesamténderung von 7 in N gleichen Schritten erfolgt, so ist der Winkel
zwischen benachbarten Spins gleich 7/N und damit die Austauschenergie fiir die
Spin-Kette

7T>2 B JSQ7T2

_ 2
Nw= NJS (N -

(12.44)
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D.h. die Wand wiirde unbegrenzt dicker werden, gabe es nicht die Anisotropieener-
gie, welche die Wandbreite begrenzt.

Die Energie pro Flédcheninhalt der Wand ist die Summe der Betrdge von Austausch-
energie und Anisotropieenergie.

7S 1
Nﬂ —+KNa (12.45)

Wobei a die Gitterkonstante und Na daher die Dicke darstellt. K nennt man Aniso-
tropiekonstante. Fiir diesen Ausdruck wollen wir beziiglich N eine Minimum suchen.

oF JS%*n? 1

_— = _ K =

N 0 = NT g2 + Ka=0
Und es folgt fiir die Anzahl der Gitterebenen N

E =

J82 2
N = Ta?; (12.46)

Fiir Eisen betragt dieser Wert etwa N ~ 300.
12.3.3 Magnetische Doméanen
Die Doménen-Struktur ist eine natiirliche Folge der verschiedenen, in einem ferro-

magnetischen Korper auftretenden Energiebeitragen, ndmlich der Austauschenergie,
der Anisotropenenergie und der magnetischen Energie.

RN aa

N A A

/
e

Abbildung 12.15: Entstehung der ferromagnetischen Doménen

Die magnetischen Doménen werden gebildet um die Streufelder im Aulenraum mog-
lichst klein zu halten. D.h. ihre Entstehung beruht auf die Verringerung der Energie
des Systems durch Ubergang von einer geséttigten Konfiguration mit hoher magne-
tischer Energie zu einer Doménenkonfiguration mit geringer Energie.

So haben viele ferromagnetische Materialien trotz Ausrichtung der atomaren Mo-
mente eine verschwindende Gesamtmagnetisierung, da sich die Magnetisierungen
der einzelnen Doménen aufheben.

Durch ein aufleres Magnetfeld richten sich die Doménen entlang der Feldrichtung
aus. So erfolgt diese Zunahme des gesamten magnetischen Moments eines Ferroma-
gneten unter Einfluss eines dufleren Magnetfeldes tiber zwei Prozesse:
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Ferromagnetic

Prevailing
Domain

Direction Arrows

Abbildung 12.16: Magnetisierung eines ferromagnetischen Materials

o In schwachen Feldern: Das Volumen der Doménen, die in Bezug auf das Feld
giinstig orientiert liegen, wachst auf Kosten der ungiinstig orientierten Domé-
nen.

o In starken dufleren Feldern: Die Magnetisierung der Doméne dreht sich in die
Richtung des Feldes.

12.3.4 Hysterese

Die magnetische Flussdichte B in einem ferromagnetischen Material hdngt nicht nur
von der angelegten Feldstarke H ab, sondern auch von der Vorgeschichte, die das
Material durchlaufen hat.

Remanenz B, By -
— Sattigung

Koerzitivfeldstarke H,.
\ Neukurve

|

H

unmagnetischer Zustand

Abbildung 12.17: Magnetisierungskurve bzw. Hystereseschleife

Die Feldstirke Ho des Gegenfeldes, bei der die Induktion B verschwindet, bezeich-
net man als Koerzitivfeldstarke (Coercive field). Die Remanenz B, (Remnant field)
ist der Wert von B bei H = 0. Materialien mit geringer Koerzitivfeldstarke bezeich-
net man als weich, jene mit hoher Koerzitivfeldstérke als hart. Magnetisch weiche
Materialien werden in Transformatoren, Motoren usw. verwendet, da diese zu ge-
ringeren Hystereseverluste fithren. Fine hohe Koerzitivfeldstarke, d.h. magnetisch
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harte Materialen, bracht man z.B. fiir Permanent-Magnete.

Das Integral § BdH tiber die Schleife, d.h. die Fléche innerhalb der Hystereseschleife,
beschreibt die Ummagnetisierungsarbeit, die pro Volumeneinheit des magnetischen
Materials fiir einen Magnetisierungszyklus aufgewendet werden muss.

12.3.5 Eindomaéanenpartikel
Eindoménenpartikel (Single domain particles) sind kleine Teilchen (10-100 nm), die

fiir gewohnlich eine léngliche Form aufweisen. Die Teilchen sind dabei klein genug
um nur eine einzige Doméne zu umfassen.

M

v

Das Magnetische Moment liegt dabei entlang der ldngeren Achse, auch wenn diese die
hartere Achse ist. Dies liegt daran, dass sich das magnetische Feld lieber innerhalb
des Materials befindet. Diese Partikel werden z.B. zur Datenspeicherung verwendet.
Lange Kristalle kénnen in eine der zwei Richtungen der langen Achse magnetisiert
werden.
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